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 תורת הקבוצות

 

 מושגי יסוד בתורת הקבוצות

. אוסף של אלמנטים הנקראים אברי הקבוצה –קבוצה 

 אין חשיבות לסדר האיברים בקבוצה. 

 אין חשיבות לחזרות. 

A =  1,4,7,17,20  

B =  
1

2
, a, b, c  

 

 ונסמן Aשייך ל  xנאמר ש 

x ∈ A 

 .Aהוא איבר בקבוצה  xאם 

 :ונסמן Aלא שייך ל  bאז נאמר ש  Aלא איבר ב  bאם 

x ∉ A 

 

 הקבוצה הריקה

 (.איברים 0או קבוצה עם )הקבוצה הריקה היא קבוצה ללא איברים 

 :סימון

{},∅ 

 :לא קבוצה ריקה

 ∅  

 שיווין בין קבוצות

,Aנאמר שקבוצות  B  שוות ונסמןA = B  אם לA  ולB אותם איברים. 

A = B  אם לכל איברx מתקיים: 

x ∈ A ⟺ x ∈ B 

 גודל של קבוצה

 (לא פורמאלי)

 .כלשהו nעבור מספר טבעי  nהיא סופית אם מספר האיברים בה הוא  A שקבוצהנאמר 

 

 .Aהאיברים ב  מספר – Aאת הגודל של  |A|סופית נסמן ב  Aעבור קבוצה 

 

 תתי קבוצות

 .Bהוא איבר ב  Aאם כל איבר ב  Bהיא תת קבוצה של קבוצה  Aנאמר שקבוצה 

 :מתמטית

∀x ∈ A ⟹ x ∈ B 

 .Aמכילה את  B .Bמוכלת ב  B .Aחלקית של  B .Aתת קבוצה של  A: במילים

 :סימון

A ⊆ B 

 ההבדל בין שייכות להכלה

x ∈ A ⟺ {x} ⊆ A 

 :דוגמאות

B =  1,  1 ,  1,2   

 .Bשייך ל  1

 !(נמצא 1האיבר ) Bומוכלת ב ( הקבוצה נמצאת) Bשייך ל  {1}

 .Bולא מוכל ב  Bשייך ל  {1,2}

 

 תכונות של הכלה

 .Aהקבוצה הריקה מוכלת ב  Aלכל קבוצה  .1
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בקבוצה הריקה אין איברים ולכן אנחנו יכולים לטעון שכל איברי הקבוצה הריקה 

 .Aמקיימים כל טענה ובפרט מקיימים את הדרישה שהם שייכים ל 

 (.רפלקסיביות של ההכלה) Aמוכלת ב  A :Aלכל קבוצה  .2

 :טרנזיטיביות של ההכלה .3

 .Cמוכלת ב  Aאז  Cמוכלת ב  Bוגם  Bמוכלת ב  Aאם 

4. A = B מ "אמA  מוכלת בB  וגםB  מוכלת בA. 

 

 3הוכחת טענה 

 :דיאגרמת ון

 .מתארים קבוצות בתור תחום סגור במישור

 
 !ל לא הוכחה"הנ

 :הוכחה

 .Cשייך ל  xאז  Aשייך ל  xאם  xלכל איבר : צריך להראות

מתקיים שהוא גם שייך ל  Aיודעים כי לכל איבר השייך ל  Bמוכל ב  Aמהנתון . Aאיבר ב  xיהיה 

B  ולכןx  שייך לB. 

 xולכן  Cמתקיים שהוא שייך גם ל  Bלכל איבר השייך ל  Cמוכל ב  Bומהנתון כי  Bשייך ל  xכעת 

 .Cשיך ל 

 

 הכלה ממש

 :ונסמן Bממש ב  מוכלת Aנאמר ש 

A ⊂ B 

 .Bשונה מ  Aוגם  Bמוכל ב  Aאם 

 פעולות על קבוצות

 :איחוד בין קבוצות

 :מסומן על ידי Bו Aהאיחוד של  Bו  Aבהינתן שתת קבוצות 

A ∪ B 

 :והוא הקבוצה המוגדרת על ידי

A ∪ B =  x x ∈ A or x ∈ B  

 .אוהמשמעות של 

 תכונות האיחוד

 .Bאז האיחוד שלהם הוא  Bמוכל ב  Aאם  .1

 .Aאיחוד  B  =Bאיחוד  A: קומוטטיביות .2

A  :אסוציאטיביות .3 ∪ B ∪ C = A ∪  B ∪ C  

4. A  איחודA  =A. 

5. A  ( = קבוצה ריקה)איחודA. 

6. A  מוכל ב(A  איחודB.) 

 פעולות על קבוצות

 :חיתוך

 י"מסומן ע Bו  Aהחיתוך של 

A ∩ B 

 :י"והוא הקבוצה המוגדרת ע

A ∩ B =  x x ∈ A and x ∈ B}  

 

 .זרות אם החיתוך שלהם הוא הקבוצה הריקה Bו  Aנאמר ש 

A  מוכלת בB 

 
A 

A 
B 
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 תכונות חיתוך

 .Aאז החיתוך הוא  Bמוכלת ב  Aאם  .1

 .Aחיתוך  B  =Bחיתוך  A: קומוטטיביות .2

 (.Cחיתוך  B)חיתוך  C  =Aחיתוך ( Bחיתוך  (A: אסוציאטיביות .3

4. A  חיתוךA  =A. 

5. A  קבוצה ריקה= חיתוך קבוצה ריקה. 

6. A  חיתוךB  מוכל בתוךA. 

 

 הפרש קבוצות

Aמסומן  Bו  Aההפרש בין  − B, A\B .י"והיא הקבוצה המוגדרת ע: 

A\B = {x|x ∈ A and x ∉ B} 

 .Bאת כל האיברים ששייכים ל  Aמורידים מ 

 :מתקיים

A − B = A ⟺ A ∩ B = ∅ 

 :וגם

A − B = ∅ ⟺ A ⊆ B 

 הפרש סימטרי

 :מסומן Bל  Aההפרש הסימטרי בין 

A⨁B 

 :ומוגדר על לידי

A⨁B =  A\B ∪ (B\A) 

 :תכונות ההפרש הסימטרי

 .ההפרש הסימטרי הוא האיחוד פחות החיתוך .1

 .קומוטטיביות .2

 .אסוציאטיביות .3

4. A  הפרשA הוא קבוצה ריקה. 

5. A  הפרש קבוצה ריקה הואA. 

 

 מורגן-חוקי דה

Bאז  Bמוכלת ב  Aאם  .1 − (B − A) = A 

 .C\Aמוכלת ב  C\Bאז  Cמוכלת ב  Bו  Bמוכלת ב  Aאם  .2

3.  

C(A ∪ B) =  C\A ∩  C\B  

 :משלים 

A ∪ B       = A ∩ B  

4.  

C(A ∩ B) =  C\A ∪ (C\B) 

 :1הוכחת 

Bמהו הקבוצה  − (B − A) 

Bשייך ל  xאיבר  − (B − A)  אם ורק אםx  שייך לB  וגםx  לא שייך לB − A. 

 .Aולא שייך  Bשייך ל  xוגם  Bשייך ל  xוזה קורה אם ורק אם 

 (.Aשייך ל  xאו  Bלא שייך ל  x)וגם  Bשייך ל  xוזה קורה אם ורק אם 

 .שייך לחיתוך xולכן  Aוגם ל  Bשייך גם ל  xוזה קורה אם ורק אם 

B −  B − A = A ∩ B 

Bאז  Bמוכל ב  Aרוצים להראות שאם  − (B − A) = A. 

 :אז Bמוכלת ב  Aלפי תכונות החיתוך מתקיים שאם 

A ∩ B = A 

 .ל"ומכאן מש
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 קבוצת החזקה

 .Aהקבוצות של  יוהיא קבוצת כל תת P(A)מסומנת  Aשל  קבוצת החזקה, Aבהינתן קבוצה 

P A =  S S ⊆ A  

 :הוא P(A)שמספר האיברים ב  Aבאופן כללי ניתן להראות עבור קבוצה סופית 

2 A  

 בתור P(A)ולכן מסמנים את 

2A  

 

 :טענה

,Aלכל  B 

P A ∩ B = P A ∩ P(B) 

 Sנראה כי עבור קבוצה 

S ∈ P A ∩ B ⟺ S ∈ P(A) ∩ P(B) 

 :ומכאן

S ∈ P A ∩ B  

 .Bחיתוך  Aמוכלת ב  Sלפי הגדרה 

 .Bעם  Aשייך לחיתוך  xאז  Sשייך ל  xמתקיים  xלכל 

 .Bוגם ל  Aשיך גם ל  xאז  Sהשייך ל  xלכל איבר 

 .Bמוכל ב  Sוגם  Aמוכל ב  Sמכאן 

 .P(B)וגם ל  P(A)שייכת ל  Sולכן 

 .ל"מש

 

 :האם מתקיים: שאלה

P A ∪ B = P(A) ∪ P(B) 

 .לא

 .נראה שהטענה לא נכונה

P A =  ∅,  1   

P B =  ∅,  2   

P A ∪ B =  ∅,  1 ,  2 ,  1,2   

P A ∪ P B ≠ P A ∪ B  

 .ניתן להראות שהטענה לא נכונה משיקולי סדרי גודל

 .2קבוצות זרות בגודל  Bו  Aיהיו 

 .16ולכן הגודל של קבוצת החזקה הוא . 4הוא  Bאיחוד  Aהגודל של 

 .ל"מש. לכל היותר 8לכן האיחוד שלהם הוא . Bוגם של  4הוא  Aהגודל של קבוצת החזקה של 

 

 :תורת הקבוצות בניה פורמאלית של

 (אבן הלגו הבסיסית)

 .קיימת קבוצה ריקה –הנחה  .1

 .הקבוצה הריקה יחידה –אבחנה 

,Aבהינתן קבוצות  –( קבוצות של שני אלמנטים)הנחה  .2 B  קיימת קבוצהC  שA  וB  הם

 .איבריה היחידים

C =  A, B  

C  נקראת זוג לא סדור שלA  ושלB. 

 ?מה מקבלים עכשיו

 ϕ,ϕ =  ϕ  

  ϕ ,  ϕ  =   ϕ   

 ϕ,  ϕ  … 

,ϕ לא ניתן עדיין לקבל את   ϕ ,   ϕ    
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וכל  Aשאבריה הם כל אברי  Cקיימת קבוצה  Bו  Aבהינתן קבוצות ( איחודים)הנחה  .3

 .Bאברי 

C = A ∪ B 

,ϕ עכשיו ניתן לקבל את   ϕ ,   ϕ    

,A1באופן כללי בהינתן  A2,… , An (:אפשר לבנות)קיימת הקבוצה , קבוצות 

 A1, A2,… , An  

 .קיימת Aשל  Bכל תת קבוצה  Aבהינתן קבוצה  –הרעיון  –( ההפרדה)עקרון החלוקה  .4

 .תכונה שהאברים יכולים לקיים או לא – Aשל אברי קבוצה  Qתכונה 

 .זוגיות –תכונה של הטבעיים 

המכילה את כל אברי  Bקיימת קבוצה , Aשל אברי  Aותכונה  Aבהינתן קבוצה  –הנחה 

A  המקיימיםQ ורק אותם. 

 .זוגיים< -טבעיים 

 .3מתחלקים ב < -טבעיים 

 .{17}< -טבעיים 

xעבור התכונה  ∈ C  נקבלB = A ∩ C. 

xעבור התכונה  ∉ C  נקבלB = A\C. 

 כך ש P(A)קיימת הקבוצה , Aבהינתן קבוצה  –הנחה  .5

P A =  S S ⊆ A  

 .של הטבעיים 2כל תתי הקבוצות בגודל < -טבעיים 

 :דוגמא לשאלה

 הראו כי קיימת הקבוצה Aבהינתן קבוצה 

B =  S S ⊆ A, and S has more than 3 elements  

A →  P(A) 

 .Bאת  P(A)י כלל החלוקה נגזור מ "ע. אברים 3בקבוצה יותר מ –נגדיר תכונה 

 ?האם קיימת קבוצה אוניברסאלית

U  קבוצה אוניברסאלית אם לכל קבוצהA  מתקייםA ∈ U? 

 .לא קיימת קבוצה אוניברסאלית: טענה

 הפרדוקס של ראסל

 .Uנניח בשלילה שקיימת קבוצה אוניברסאלית 

 Uנגזור מ 

u0 = {x|x ∉ x} 

x :xתכונה עבור ) ∉ x.) 

u0נשאל האם  ∈ u0? 

u0אם  - ∈ u0-  > ( התכונה)לפי ההגדרהu0 ∉ u0 .סתירה. 

u0אם  - ∉ u0-  > לפי ההגדרהu0 ∈ u0 .סתירה. 

 .לכן הנחת השלילה לא נכונה

 .היא קבוצה עם אבר אחד( סינגלטון)יחידון  –הגדרה 

כך  Vהאם קיימת קבוצה . האם קיימת קבוצה אוניברסאלית של סינגלטונים: נשאל

∋ A מתקיים  Aשלכל קבוצה  V? 

 .טוניםקבוצה אוניברסאלית של סינגל Vנניח בשלילה שקיימת 

∌ x נגדיר תכונה  x. 

 את הקבוצה Vנגזור מ 

V0 =   x   x ∉ x  

∋ V0 האם  –השאלה שנשאל  V0 ?... 

 זוג סדור

 :הגדרה

 :נסמן. אברים שאחד ראשון והאחר שניזוג סדור הוא זוג 

 a, b  or  a, b  

,a)ההבדל בין  b)  ל{a, b}: 
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 בקבוצה אין חשיבות לסדר ואין חזרות. 

  a, b =  b, a ,  a, b ≠  b, a  ∀a ≠ b 

 (a, a)  זוג בעוד ש{a, a} קבוצה עם אבר אחד. 

 :הדרישות

I) A ≠ B →  A, B ≠  B, A  

II)  A, B  =   A′,B′ ⟺ A = A′  and B = B′ 

 :הצעה ראשונה לייצוג לזוג סדור

 A, B =  A,  B   

 :דוגמא

A =  1 , B =  2 ⟹ 

 A, B =   1 ,   2   =    2  ,  1   

A′ =   2  , B′ = 1 

 :הצעה שנייה

 A, B =   A ,  A, B   

,A קיימת הקבוצה המייצגת את הזוג הסדור  Bו  Aנראה שבהינתן  B . 

A ⟹   A  

A, B ⟹  A, B  

 A  and  A, B ⟹   A, B  

, A  נראה שהייצוג   A, B   ל"צ .עונה על הדרישות: 

  A ,  A, B  =   A′  ,  A′ , B′  ⟺ A = A′  and B = B′ 

 :הפוךנוכיח כיוון . ימין לשמאל כיוון מידיי

 :נבחין בין שני מקרים

 :מקרה ראשון

 A =  A′ ⟹ A = A′  

,A  –נסיק  B =  A′ , B′  ומכאן: 

B = B′ 

 :מקרה שני

 A =  A′ , B′ ⟹  A′ = B′ = A 

 .יש איבר אחד {′A′,B}כי בקבוצה 

 :בצד ימין

  A ,  A′ , B′  =   A′   

 ולכן גם בצד שמאל יש גם אבר אחד ולכן

 A, B =  A ⟹ A = B 

 :כ קיבלנו"ובסה

A = B = A′ = B′ 

 ל"מש

 :לזוג סדור תכונות של הייצוג שבחרנו

,A ב  .1 B  יש לכל היותר שני איברים. 

Aאם  .2 = B  אז ב A, B  יש איבר אחד. 

3. A, B ∉  A, B  ון ש וכי A, B =   A ,  A, B  . 

 :שלשה סדורה

 A, B, C =   A, B C  

 :כיוון ש

 A, B, C =    A ,  A, B  , C =     A ,  A, B   ,    A ,  A, B  , C   

 .יש לכל היותר שני אברים

n-יה סדורה: 

 A1,… , An =   A1,… , An−1 , An  
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 מכפלה קרטזית

Aמסומנת ב  Bו  Aהמכפלה הקרטזית של  Bו  Aבהינתן קבוצות : הגדרה × B 

 :ומוגדרת על ידי

A × B = {< 𝑎, 𝑏 > |𝑎 ∈ 𝐵 𝑎𝑛𝑑 𝑏 ∈ 𝐵) 

A × B  אוסף כל הזוגות הסדורים שהאיבר הראשון בהם מA  והאיבר השני מB. 

A =  1,2  

B =  x, y  

A × B =   1, x ,  1, y ,  2, x ,  2, y ,  3, x ,  3, y   

B × A =   x, 1 ,  x, 2 ,  x, 3 ,  y, 1 ,  y, 2 ,  y, 3   

Aקה או אם אחת רי', קומו לא בהכרח)' לא קומו = B אז כן.) 

 

  אםA  וB  סופיות אז A × B =  A ∙  B  

  אין אסוציאטיביות A × B × C ≠ A × (B × C) 

 מכפלה של קבוצה עם עצמה 

A =  0,1  

A × A =   0,0 ,  0,1 ,  1,0 , (1,1)  

A × A = A2 

A0 =  ϕ  

A1 = A 

An =  …  A × A × A …× A) 

Aהאם נתן לקבל  × B  בהינתןA  וB בכללים שיש לנו? 

 

Aקיימת הקבוצה  Bו  Aבהינתן : טענה × B. 

,aראינו שעבור  b  קיים הזוג a, b . 

 a, b =   a ,  a, b   

, a  מחפשים איך לבנות את קבוצת כל הקבוצות מהצורה   a, b    עבורa ∈ A and b ∈ B. 

 a ∈ P A  

x =  a ⊆ A ∪ B 

 A ∈ P A ∪ B  

y =  a, b ⊆ A ∪ B 

 a, b ∈ P(A ∪ B) 

 מחפשים זוגות

 x, y  

x, y ∈ P A ∪ B  

 x, y ⊆ P A ∪ B  

 x, y ∈ P P A ∪ B   

P P Aמחפשים בעצם תת קבוצה של  ∪ B   שמכילה את כל הקבוצות שהם זוגות סדורים. 

 :הוכחה

Aנקבל  Bו  Aמ  ∪ B. 

P(Aי כלל החזקה "ע ∪ B)  ושובP P A ∪ B  . 

P P Aנגזור מ  ∪ B    את כל האברים שהם זוגות סדורים בהם האבר הראשון מA  והשני מB. 

 

 :תכונות של מכפלה קרטזית

I) A × ϕ = ϕ × A = ϕ 

II) A × B = ϕ ⟺ B = ϕ or A = ϕ or both 

III) A ⊆ B ⟹ ∀C A × C ⊆ B × C 

IV)  A ∪ B × C =  A × C ∪  B × C  

V)  A ∩ B × C =  A × C ∩ (B × C) 

VI)  A\B × C =  A × C \(B × C) 
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 :IVהוכחת סעיף 

 :ל"צ

 A ∪ B × C =  A × C ∪ (B × C) 

 :נראה צד ראשון

 A ∪ B × C ⊆  A × C ∪ (B × C) 

,x יהי  y ∈  A ∪ B × C 

 מההגדרה

x ∈ A ∪ B 

y ∈ C 

 :יש שתי אפשרויות

 1 x ∈ A 

or 

 2 x ∈ B 

xאם  (1) ∈ A  אז x, y ∈ A × C 

 מהגדרת האיחוד

 x, y ∈  A × C ∪  B × C  

xאם  (2) ∈ B באופן דומה. 

,x)ראינו שאם  y) ∈  A ∪ B × C אז 

 x, y ∈  A × C ∪ (B × C) 

 ...כיוון שני לבד בבית

 רלציות

Aהיא תת קבוצה כלשהי ש  Bל  Aבין ( יחס דו מקומי, רלציה דו מקומית)רלציה בינארית  × B 

 

 ?(סופיות Bו  Aעבור ) Bל  Aבין  הרלציות הבינאריות' מה מס

Aשקול לשאול כמה תתי קבוצות שונות יש ל  × B? 

2 A×B = 2 A ∙ B  

 :הגדרות

 :תחום וטווח של רלציה .1

R ⊆ A × B 

Domain R =  x ∈ A ∃y ∈ B:  x, y ∈ R  

Range R =  y ∈ B ∃x ∈ A:  x, y ∈ R  

 :רלציה הופכית .2

R ⊆ A × B 

A :R−1ל  Bזוהי רלציה מ  ⊆ B × A 

R−1 =   y, x   x, y ∈ R  

 .על ידי היפוך החצים Rמתקבל מהגרף של  R−1הגרף של 

M  מייצגת אתR ,MT  מייצגת אתR−1 

 :רלציה משלימה .3

RC = A × B − R 

 .ים לאפסים-1ים ו-1ים ל-0במטריצה הופכים 

 :הרכבת רלציות .4

R ⊆ A × B    ,    S ⊆ B × C 

 :נגדיר

R ∘ S =   x, z  ∃y ∈ B: z ∈ C, x ∈ A,  x, y ∈ R,  y, z ∈ S  

R ∘ S  מכילה את כל זוגות האברים שבהם הראשון מA , השני מC  2וקיים מסלול באורך 

 .ביניהם
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 :תכונות

I)  

 
 R1 ∘ R2 ∘ R3 = R1 ∘  R2 ∘ R3  

II)  

 R1 ∘ R2 
−1 = R2

−1 ∘ R1
−1 

 M ∙ N T = NT ∙ MT 

III)  

Rהאם בהכרח  ∘ S = S ∘ R 

Sלא בהכרח , לא ∘ R מוגדרת! 

 

 Aרלציות מעל קבוצה 

A :Rרלציה מעל  ⊆ A × A 

 :(פונקצית הזהות) רלצית הזהות: לדוגמה

IA =   x, x  x ∈ A  

 

 Aמעל  Rחזקות של 

R2 = R ∘ R 

Rn = R ∘ R ∘ … ∘ R 

 .האסוציאטיביותבגלל 

Rm+n = Rm ∘ Rn 

 

 רלציות בעלות תכונות מיוחדות

I)  רפלקסיביות: 

 .רלציה רפלקסיבית .1

xרפלקסיבית אם  לכל  Aרלציה מעל  Rנאמר ש  ∈ A מתקיים: 

 x, x ∈ R 

 .לכל צומת לולאה עצמית –בגרף 

 .0ו  1אלכסון  –במטריצה 

 .רלציה לא רפלקסיבית .2

xאם קיים  ∈ A  כך ש x, x ∉ R. 

 .אי רפלקסיבית .3

xהיא אי רפלקסיבית אם לכל  Aמעל  Rרלציה  ∈ A  מתקיים x, x ∉ R. 

II) סימטריות: 

,xרלציה סימטרית אם לכל  Rנאמר ש  –סימטריות  .1 y ∈ A  אם x, y ∈ R אז: 

 y, x ∈ R 

 .שתות אנטי מקבילותק –בגרף 

A B C D 

𝑅1 𝑅2 𝑅3 

𝑅2 ∘ 𝑅3 
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M –מטריצה  = MT 

,xרלציה לא סימטרית אם קיים  R –לא סימטרית  .2 y ∈ A כך ש: 

 x, y ∈ R and  y, x ∉ R 

,xהיא אסימטרית אם לכל  Rנאמר שרלציה  –אסימטרית  .3 y ∈ A: 

,x אם  y ∈ R  אז y, x ∉ R. 

 .אין קשתות אנטי מקבילות ואין לולאות עצמיות –בגרף 

 :אנטי סימטריות .4

,xהיא אנטי סימטרית אם לכל  Rנאמר שרלציה  y ∈ A: 

,x אם  y ∈ R  וגם y, x ∈ R  אזx = y 

 .מותרות בגרף לולאות עצמיות

 :דוגמאות

 .אנטי סימטרי, לא סימטרי, רפלקסיבי  -≥

 .אי רפלקסיבי, לא רפלקסיבי, אסימטרי  ->

 .אנטי סימטרי, רפלקסיבי  -⊇

 .סימטרי, רפלקסיבי  -=

III) טרנזיטיביות: 

,xרלציה טרנזיטיבית אם לכל  Rנאמר ש  y, z ∈ A: 

,x אם  y ∈ R  וגם y, z ∈ R  אז x, y ∈ R. 

 

 (כמו שוויון) יחסי שקילות

 .סימטרית וטרזטיבית, רפלקסיבית Eנקראת יחס שקילות אם  Aמעל  Eרלציה  :הגדרה

xויהא  Aיחס שקילות מעל  Eיהי  :הגדרה ∈ A. 

 :מוגדרת על ידי Eמעל  xמחלקת השקילות של 

 x =  y  x, y ∈ E}  

 :mod3בדוגמה של 

 0 =  … ,−3,0,3,… = {3k|k ∈ ℤ} 

 0 ∩  1 = ϕ 

 1 ∩  2 = ϕ 

 0 ∩  2 = ϕ 

 .זרות הדדית

 0 =  −3 =  3  

 0 ∪  1 ∪  2 = ℤ 

 :נראה שהתכונות לא מקריות

 :הגדרה

 .Aשאיחודן הוא , זרות זו לזו, Aהיא קבוצת תתי קבוצות לא ריקות של  Aחלוקה של קבוצה 

A =  1,… ,5  

Π1 =   1,3,5 ,  2,4   

Π2 =   1 ,  2 ,  3 ,  4 ,  5   

Π3 =   1,2,3,4,5   

{ 0 ,  1 ,  .ℤמהווה חלוקה של  { 2 

 

 :הגדרה

 Eקבוצת המנה של , Aמעל  Eבהינתן יחס שקילות 

A/E = {[x]|x ∈ A} 

 .Eאוסף מחלקות השקילות של היחס 

ℤ/E3 =   0 ,  1 ,  2   

 

 :משפט

 .Aמהווה חלוקה של  A/Eקבוצת המנה  Aרלצית שקילות מעל  Eתהי 

 .אוסף של גרפים מלאים זרים אחד לשני –בגרף 
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 .אפשר לייצג על ידי מטריצת בלוקים

 

xלכל . Aיחס שקילות מעל  Eיהי : 1למה  ∈ A  מתקיים x ≠ ϕ 

 :הוכחה

E ולכן הזוג , רלציה רפלקסיבית x, x ∈ E. 

xלפי ההגדרה  ∈ [x]  ולכן x ≠ ϕ. 

 

,xאזי לכל . Aרלצית שקילות מעל  Eתהי : 2למה  y ∈ A מתקיים: 

 x, y ∈ E ⟺  x =  y  

 :הוכחה

 :כיוון אחד

 x =  y  

⇓ 

yראינו לפי רפלקסיביות  ∈ [y]. 

= x מאחר ו  [y]  מתקייםy ∈  x   ולפי הגדרה x, y ∈ E 

 :כיוון שני

,x נתון כי  y ∈ E 

= x ל "צ [y] 

aנראה כי  ∈  x ⟺ a ∈  y  

a ∈  x  

⇓ 

 x, a ∈ E 

 x, y ∈ E ⟺  y, x ∈ E 

 .סימטריות

 y, x ∈ E   ,    x, a ∈ E 

 :י טרנזיטיביות"ע

 y, a ∈ E 

⇕ 

a ∈  y  

 (.עובד)הופכים לאם ורק אם 

 

,xאזי לכל , Aיחס שקילות מעל  Eיהי : 3למה  y ∈ A מתקיים: 

 x ≠  y ⟺  x ∩  y = ϕ 

 :כיוון אחד

∩ x אם   y = ϕ  1מאחר ולפי למה : x ≠ ϕ,  y ≠ ϕ  אזי x ≠  y  

 :כיוון שני

≠ x ל אם "צ  y   אזי x ∩  y = ϕ 

aנניח בשלילה שקיים  ∈  x ∩  y   ונראה ש x =  y  

a ∈  x ∩  y   גורר שa ∈ [x]  וגםa ∈  y . 

a ∈  x   גורר ש x, a ∈ E 

a ∈  y   גורר ש y, a ∈ E 

,a לפי הסימטריות  y ∈ E. 

,x  לפי הטרנזיטיביות יש לנו  a ,  a, y    ולכן x, y ∈ E  2לפי למה  x =  y . 

 :מסקנה

1.  x, y ∈ E  אז x = [y] 

2.  x, y ∉ E  אז x ∩  y = ϕ 

 

 אזי Aיחס שקילות מעל  Eיהי : 4למה 

 [x]

x∈A

= A 
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 :הוכחה

 [x]x∈A ⊆ A: 

xלכל  ∈ A  מתקיים ש[x]  היא אוסף אבריA  שנמצאים ביחס עםx. 

 x ⊆ A 

A : [x]x∈Aלכן גם האיחוד של כל מחלקות השקילות מוכל ב  ⊆ A. 

A ⊆  [x]x∈A: 

yיהי  ∈ A  נראה כיy ∈  [x]x∈A. 

E  רפלקסיבית ולכןy ∈ [y]  ולכןy ∈  [x]x∈A. 

 הוכחת המשפט

, לא ריקות, Aקבוצת המנה קבוצת תתי קבוצות של . Aקבוצת המנה מהווה חלוקה של  –ל "צ

 .Aשאיחודן הוא כל , זרות הדדית

 .1לא ריקה לפי למה  ,Aכל מחלקת שקילות היא תת קבוצה של 

 .מחלקות השקילות זרות הדדית 3לפי למה 

 .Aאיחודן הוא כל  4לפי למה 

 !ל"מש

 

 פונקציות

 :הגדרה

xשבה לכל  Bל  Aמ  Rהיא רלציה  Bל  Aפונקציה מ  ∈ A  קייםy ∈ B  יחיד כך ש x, y ∈ R. 

 :fפונקציה 

f ⊆ A × B ⟹ f: A ⟶ B 

 x, y ∈ f ⟹ f x = y 

 .י גרף דו צדדי מכל צומת יוצאת קשת אחת בדיוק"בתיאור פונקציה ע

 :מקומיות kניתן להגדיר פונקציות 

f: Ak ⟶ B 

 

 :סגירות תחת פונקציות

:fקבוצה  Aתהי  A ⟶ A  ותהיA0 ⊆ A. 

xאם לכל  fת חסגורה ת A0נאמר ש  ∈ A0  מתקייםf x ∈ A0 

 

 למשפחה של פונקציות ניתן להרחיב את ההגדרה

F = {f0 , f1,… } 

 :Aמקומית מעל  kiפונקציה  fiכאשר 

fi : Aki ⟶ A 

A0נאמר ש  ⊆ A  סגורה תחת משפחה של פונקציותF  אם לכלi  מתקיים שA0  סגורה תחתfi. 

 :מתקיים iלכל , כלומר

…,a1לכל  , aki
∈ A0  מתקייםfi a1,… , aki

 ∈ A0. 

 

 .Fסגורה תחת  Aאזי בהכרח , Aמוגדרות מעל  Fאם הפונקציות ב 

 

:fתהי פונקציה : טענה A ⟶ A  ותהינהA1, A2 ⊆ A  סגורות תחתf. 

A1אזי  ∩ A2  סגורה תחתf. 

 :הוכחה

xל אם "צ ∈ A1 ∩ A2  אזf x ∈ A1 ∩ A2. 

x ∈ A1 ∩ A2 

⇓ 

x ∈ A1 and x ∈ A2 

A1  סגורה תחתf , אזיf x ∈ A1 

A2  סגורה תחתf , אזיf x ∈ A2 

∋ f xולכן  A1 ∩ A2. 



 עידו שמיר
2009חורף   

 :טענה

,A1ותהיינה  Aמשפחת פונקציות מעל  Fתהי  A2 ⊆ A  סגורות תחתF ,אז: 

A1 ∩ A2  סגורה תחתF. 

 

 :טענה

 .Fשסגורות תחת  Aקבוצות של -קבוצת תתי Bותהי . Aמשפחת פונקציות מעל  Fתהי 

 .Fסגורה תחת  B אזי 

 

 הגדרת קבוצות באינדוקציה

( או קבוצת אטומים) Bבהינתן קבוצת גרעין  – הגדרה באינדוקציהשיטת ההגדרה נקראת 

 .XB,Fמגדירים באינדוקציה את הקבוצה . Fוקבוצת פעולות יצירה 

XB,F היא הקבוצה המקיימת: 

1. B ⊆ XB,F. 

…,a1מתקבל מ  yאם  .2 , ak י אחת הפעולות ב "עF  וa1,… , ak ∈ XB,F  אזy ∈ XB,F ( סגירות

 (.Fתחת 

 .2ו  1נמצאים רק אברים הכרחיים לקיום דרישות  XB,Fב  .3

 

 :דוגמא

B =  0 , F =  +1  

x1 = ℤ-   (.שליליים)מכילה אברים מיותרים 

x2 = ℕ-  מקיים באינטואיציה. 

x3 = {0,2,…  .ולכן לא מקיים, לדוגמה 1לא מכיל את   -{

 

 .ABAשפת ה : דוגמא

,a מילים ב : עולם b . 

B: בסיס = {ab} 

F: פעולות =  f1, f2 , f3  

f1 w = waba-   הוספתaba מימין. 

f2 w  =  מחליפים רצף ראשון מימין שלaa  המופיע במילהw  באותb (אם קיים כזה.) 

f3 w   = מוחקים רצף ראשון מימין שלbbb (אם קיים ) בw. 

 :מילים בשפה

ab 

ababa 

ababaaba 

ababaabaaba 

ababbba 

 .נרצה להוכיח שההגדרה טובה

( קיום) 1-3קיימת קבוצה העונה על דרישות , Fוקבוצת פעולות  B( גרעין)בהינתן קבוצת בסיס 

 (.יחידות)והיא יחידה 

 (.ההגדרה חד משמעית)

 

I) הוכחת קיום 

 מגדירים

A = {x|1,2 עונה על דרישות x} 

=  x B ⊆ x and X closed in F  

A  לא ריקה מאחר וקבוצת העולם מעליה מוגדרתXB,F  2ו  1מקיימת את דרישות. 

∗Xנגדיר  =  A 

X∗  2ו  1הוא החיתוך של כל הקבוצות המקיימות דרישות. 

 :1-3עונה על דרישות  ∗Xנראה כי 
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Bל "צ .1 ⊆ X∗. 

xלכל קבוצה  ∈ A  מתקיים שx  ולכן  1מקיימת דרישהB ⊆ X ומכאן: 

B ⊆  A = X∗ 

 .Fסגורה תחת  ∗Xל "צ .2

xלכל : הוכחה ∈ A  מתקייםx  סגורה תחתF . לפי משפט מתקיים ש A = X∗ 

 .Fסגורה תחת 

 .2ו  1אין אברים לא הכרחיים לקיום דרישות  ∗Xל ב "צ .3

yנניח בשלילה שקיים  ∈ X∗  2ו  1שהוא לא הכרחי לקיום דרישות. 

yכך ש   xקיימת קבוצה , כלומר ∉ x   וx   2ו  1מקיימת דרישות. 

x ∈ A  מאחר וx   2ו  1מקיימת דרישות. 

y ∉  A (ךמהגדרת החיתו ) ולכןy ∉ X∗ בסתירה להנחה. 

 

 .1-3העונה על דרישות  ∗Xקיימת קבוצה  Fו  Bראינו שבהינתן 

II) הוכחת יחידות 

 .1-3היא היחידה העונה על דרישות  ∗Xנראה ש 

≠ Xנניח בשלילה שקיימת  X∗  1-3המקיימת דרישות. 

X ∈ A ולכן , מההגדרהX∗ ⊆ X  (X∗  החיתוך של כל הקבוצות בA.) 

X ≠ X∗  וגםX∗ ⊆ X   ולכןX∗ ⊂ X   כלומר קייםy ∈ X   וy ∉ X∗ . בסתירה לכך שX  

 .3מקיימת דרישה 

 

 מסקנה מההוכחה

XB,Fאזי , Fו  Bעבור  2ו  1קבוצה המקיימת את דרישות  yתהי  ⊆ y. 

XB,Fכדי להוכיח שקבוצה , כלומר ⊆ y  מספיק שנוכיח שy  2ו  1מקיימת דרישות. 

1. B ⊆ Y. 

2. Y  סגורה תחתF. 

 

aאיך מראים  ∈ XB,F? 

X 0 , +2  

6 ∈ X 0 , +2  ? 

0 →+2 2 →+2 4 →+2 6 

…,a1היא סדרה סופית  XB,F מעל aעבור  סדרת יצירה: הגדרה , an המקיימת: 

1. an = a. 

1לכל  .2 ≤ i ≤ n  מתקייםai ∈ B  או שai י אחת "התקבל מאברים קודמים בסדרה ע

 .Fהפעולות מ 

 .תמיד סופיתסדרת יציאה היא 

 :מתקיים aאזי לכל . קבוצת פעולות Fקבוצת גרעין ו  Bתהי : טענה

⟺ a ∈ XB,F  לa  סדרת יצירה מעלXB,F. 

 .סדרה לא יחידה ולא מינימאלית –בתרגול 

 

aאיך נראה  ∉ XB,F? 

aעל מנת להראות ש  ∉ XB,F  נמצא תכונהT המקיימת: 

 .Tמקיימים  XB,Fכל אברי  .1

2. a  לא מקייםT. 

 .מיידי – 2כ הוכחת "בד

 ?1' איך נוכיח דרישה מס

T :XB,Fקבוצת האיברים שמקיימים  – yשקול להראות שעבור  ⊆ y. 

 :להראותלצורך כך ראינו שמספיק 

1. B ⊆ y ( כל אבריB  מקיימים את התכונהT.) 
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2. y  סגורה תחתF ( כל הפעולות בF  משמרות את התכונהT.) 

 .מבנה תזו נקראת הוכחה באינדוקציי

 

 :דוגמא

 .ABAלא נמצאת בשפת ה  abaנראה ש 

 .במילה אי זוגי aה ' מס: תכונה

a(aba)#לא מקיימת את התוכנה כי  abaהמילה . wים ב -aה ' מס a(w)#נסמן  =  .זוגי 2

 .ABAנוכיח באינדוקציה על המבנה של שפת ה . מקיימים את התוכנה XB,Fנראה שכל אברי 

 .אי זוגי a(w)#תכונה 

a(ab)#: בסיס =  אי זוגי 1

 :ורסג

f1 : הנחת האינדוקציה#a(w) אי זוגי. 

 .אי זוגי   a f1 w#ל "צ

#a(f1 w ) = #a waba = #a w + 2 

 .האינדוקציה אי זוגיעל פי הנחת 

f2 : הנחת האינדוקציה#a(w) אי זוגי. 

 .אי זוגי   a f2 w#ל "צ

f2 w   מתקבלת מw  על ידי החלפתaa  בb. 

a(f2 w )#אם  = w = f2 w = #a w  

a(f2 w )#אחרת  = #a w −  .זוגי-על פי הנחת האינדוקציה אי 2

f3  (.טריוויאלי)בבית 

 .לא abaאי זוגי ו  a(w)#מקיימות את התכונה  ABAראינו שכל המילים בשפת ה 

 .ABAאינה מילה בשפת ה  abaמכאן 

 

 :דוגמא נוספת בבית

 .כל הקבוצות סופיות –בבנייה של תורת הקבוצות 

 

 בניה פורמאלית

 .∗Σנקרא , Σקיימת קבוצת כל המילים הסופיות באותיות מ , Σב "נרצה להראות שבהינתן א

 .נראה שקיימות קבוצות המוגדרות באינדוקציה

 

 Set Contractorsעקרונות בוני קבוצות 

Aהוא  Fעקרון בונה קבוצות  → F(A). 

A → P A  

A →  A  

A → A ∪  A  

 :מסוימת Bעבור 

A →  A, B  

 

אזי לא קיימת קבוצה . בונה קבוצה שונה Aעקרון בונה קבוצות שעבור כל קבוצה  Fיהי : טענה

∋ A :F Aהמקיימת לכל  vאוניברסאלית  v. 

v0בבית משתמשים: הוכחה =  F x  F x ∉ x   
 

 מחלקות ועקרון ההחלפה

 .{F A   A is a Set לא קיימת ( תמונה שונה Aשבונה לכל )ראינו שלכל עקרון בונה קבוצות 

 (.או לא ידוע אם קיים, אם ידוע שלא קיים) אוסףאו  מחלקהנתייחס כ

 

 :הנחה

אז קיימת    A P A אם קיימת הקבוצה . של קבוצות, Pותכונה  Fבונה קבוצות  עקרוןלכל 

 .  F A  P A הקבוצה 
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 עקרון ההחלפה

 A1, A2, A3 ⟹ 

A → P A  

 P A1 , P A2 , P A3   

 :לדוגמא

 ϕ,  ϕ  ⟹ 

A →  A  

  ϕ ,   ϕ    

 

 רותיעקרון הסג

 Aקיימת קבוצה , Bולכל קבוצה  Cלכל אוסף סופי . אוסף של עקרונות בוני קבוצות Cיהי 

 :המקיימת

1. B ⊆ A. 

2. A  סגורה תחתC. 

 .ורסיה של אקסיומת האינסוף

 .עקרונות בוני קבוצות חסרי מעגליםההנחה נותנת קיום קבוצות אינסופיות במקרה של 

 

 מודול מילים

 .Σאוסף כל המילים הסופיות ב  ∗Σולבנות את  Σב "רוצים לקחת א

,a נזכר בבניית  b ∗ 

ϵ-   (.אותיות 0עם )סימון למילה הריקה 

B =  ϵ  

F =  fa , fb  

fa = wa 

fb = wb 

αב "לכל אות בא ∈ Σ  מגדירים עקרון בונה קבוצותSα  כך שSα x =  x,α . 

 :הסגירותנפעיל עקרון 

B =  ϕ  

C =  Sα  α ∈ Σ}  

 .סגורה ΣAנאמר ש , Cסגורה תחת  Aבמקרה וקבוצה 

 

 בניה פורמאלית

 .מעין פונקציות על קבוצות –הגדרנו עקרונות בוני קבוצות 

 .ניסחנו עקרון שמאפשר לקחת בסיס ולסגור תחת פעולות

 

 עקרון הסגירות

 :המקיימת Aקיימת קבוצה , Fוקבוצת עקרונות בוני קבוצות  Bבהינתן קבוצת בסיס 

1. B ⊆ A. 

2. A  סגורה תחתF. 

 (.XB,Fאת ( י תכונה"ע)ור ממנה זניתן לג. XB,Fאלא קבוצה המכילה את  XB,F אתשקיבלנו  לא)

 .אינסופית Aבהכרח  –פעולה שהיא חסרת מעגלים  Fאם יש ב . זו ורסיה של אקסיומת האינסוף

 

Σהדגמנו עבור . Σב "אוסף כל המילים הסופיות מעל א  -∗Σהגדרנו  =  a, b . 

B =  ϵ  

F =  fa , fb  

fa w = wa 

fb w = wb 

 :נבנה בבניה פורמאלית

B =  ϕ  

F =  Sa , Sb  
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Sa =  w, a  

Sb =  w, b  

 :∗Σבאופן כללי בניה של 

B =  ϕ  

F =  Sα  α ∈ Σ  

Sα w =  w,α  

Bהמקיימת  Aנשתמש בעיקרון הסגירות ונקבל קבוצה  ⊆ A  וA  סגורה תחתF. 

∗Σכלומר ) ⊆ A) 

 (.Aי גזירת תכונה מ "נקבל ע ∗Σאת )

 :קבוצהנגדיר 

X =  x   B ⊆ X and x is closed under F  

X  לא ריקה מאחר וA  נמצאת בX. 

Σ∗ =  X 

 (.Fבמקום לומר סגורה תחת )סגורה  Σהיא  Aנאמר ש , ∗Σבמקרה של הגדרת 

 

 הגדרת הטבעיים

 ∗ 1 י "כ נהוג להגדיר את הטבעיים ע"בד

 .ℕמייצג  –אוסף המילים האונריות   -∗ 1 

ϵ  0מייצג. 

 .1מייצג  1

 .2מייצג  11

 

 .Peanoומות יאקס  -∗ 1 ות במקרה של אנקר( בתרגילי בית) ∗Σהתכונות של 

 

 עוצמות

 .|A|סימנו . האברים בקבוצה' מס= גודל הקבוצה = עוצמת הקבוצה  –קבוצות סופיות 

 

 משפט

 :אזי. קבוצות סופיות Bו  Aתהיינה 

 A =  B ⟺ ∃f: A → B where f is 1: 1 and onto. 

 :הוכחה

= A , 1כיוון  |B|: 

A =  a1,… , an   

B =  b1 ,… bn  

 :ולכן נגדיר

f ai = bi  

 :2כיוון 

A =  a1,… an  

B = {b1 ,… bk} 

:fנתון שקיימת  A → B ל"צ .ע ועל"חח :n = k 

k: ולכן, Bממופה לאבר אחר ב  Aכל אבר ב , ע"חח fמאחר ו  ≥ n. 

n: ולכן, נכנס לפחות חץ אחד Bולכן לכל אבר ב , על fמאחר ו  ≥ k. 

nמכאן  = k. 

 

 הגדרה

:fאם קיימת  A~Bהן שוות עוצמה ונסמן  Bו  Aנאמר שקבוצה  A → B ע ועל"חח. 

 :דוגמאות

1. B =  m   ∃n ∈ N, n2 = m  

B קבוצת הריבועים השלמים. 
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B~ℕ 

f:ℕ → B 

f n = n2 

 :נגדיר מקטע ממשי .2

 a, b =  x   x ∈ ℝ, a < 𝑥 < 𝑏} 

 .ℝ~ 0,1 נראה 

tan  −
π

2
,
π

2
 → ℝ ע ועל"חח. 

:f ב tanנשתמש ב  ?איך  0,1 → ℝ. 

f1:  0,1 →  −1,1  

f1 x = 2x − 1 

f2:  −1,1 →  −
π

2
,
π

2
  

f2 x =
π

2
x 

f x = tan(
π

2
 2x − 1 ) 

 .ע ועל"חח fלהשתכנע בבית 

 משפט

 .הוא יחס שקילות ~היחס 

(A~B הוא יחס שקילות) 

 .פונקצית הזהות –רפלקסיביות . בבית: הוכחה

 :סימטריות

:fקיימת : ל"צ A → B קיימת . ע ועל"חחg: B → A ע ועל"חח. 

 .עונה על הדרישה f−1נראה ש 

 .הרכבת פונקציות: טרנזיטיביות

 

 ".המספרים הקרדינאליים"השקילות של היחס נקראות  מחלקות

 ?מהי קבוצה אינסופית

 .טבעי' קבוצה סופית אם המספר הקרדינאלי של הוא מס Aנאמר ש  :1הגדרה 

nקיים  ∈ ℕ  כך שA  1 ל ( שקולה)=שוות עוצמה,… , n . 

 .לא סופית Aאינסופית אם  Aנאמר ש 

 

 .קבוצה אינסופית ℕ: טענה

 :הוכחה

nיהי  ∈ ℕ  נראה שℕ ≁  1,… , n -  לא שוות עוצמה. 

:fתהי   1,… , n → ℕ  נראה שf לא על. 

mנגדיר  = max f 1 ,… , f n   .m  מוגדר היטב מאחר ומדובר במקסימום על מספר סופי של

 .אברים

kלא קיים  ∈  1,… , n   כך שf k = m +  .לא על fומכאן ש  1

 

f:ℕקבוצה אינסופית אם קיימת  A :1הגדרה שנובעת מהגדרה  → A ע"חח. 

 :סימון

f: A → B 

f A =  y   ∃x ∈ A, f x = y} 

f A ⊆ B 

:fקבוצה אינסופית אם קיימת  Aנאמר ש  :2הגדרה  A → A ולא עלע "חח. 

⊃ f Aכלומר ) A.) 

 .קבוצה אינסופית ℕ: טענה

f:ℕנגדיר : הוכחה → ℕ  כך שf n = 2n, n + 1. 

 

 .ההגדרות שקולות: בבית
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 :הערה ומסקנה

I)  עבורA, B אם . סופיות|A| = |B|  אזי כל פונקציהf: A → B וכל , ע היא גם על"חח

 .ע"פונקציה על היא גם חח

II) אם , בקבוצות אינסופיות|A| = |B|  קיימתf: A → B קיימת , ע ולא על"חחf: A → B  על

 .ע"ולא חח

III)  על מנת להראותA~B  מספיק להראות קיוםf: A → B ע ועל"חח. 

 

 :קבוצות סופיותתכונות של 

I) אין קבוצה סופית ואינסופית. 

II) A  וB אז, סופיות: 

A ∩ B, A ∪ B, A × B, A\B 

 .סופיות

III) איחוד סופי של קבוצות סופיות הוא סופי. 

IV) מכפלה קרטזית סופית של סופיות היא סופית. 

 

 :קבוצות אינסופיותתכונות של 

 .קבוצה אינסופית Aתהי 

I)  כל קבוצהB  המקיימת שA ⊆ B היא אינסופית. 

 :הוכחה

f:ℕקיימת  1פ ההגדרה שנובעת מ "ע → A ע"חח. 

A ⊆ B  ולכן אותהf  מקיימתf:ℕ → B ע ומכאן "חחB אינסופית. 

II)  אם קיימתf: A → B ע אזי "חחB אינסופית. 

III)  אם קיימתg: B → A  על אזיB אינסופית. 

IV) P(A) אינסופית. 

 :הוכחה

 .P(A)ל  Aע מ "מספיק שנראה פונקציה חח IIפ "ע

f: A → P A  

f x = {x} 

 .ע"בבית חח

V)  לכל קבוצהB , הקבוצהA ∪ B לפי . אינסופיתI  מאחר וA ∪ B  מכילה אתA  אזי

A ∪ B אינסופית. 

VI)  לכלB ≠ ϕ  הקבוצהA × B היא אינסופית. 

:fנגדיר פונקציה  A → A × B ע"חח. 

yנבחר  ∈ B  ונגדירf x =  x, y  (.בבית)ע "חח 

VII)  לכלB ≠ ϕ  הקבוצהAB  אינסופית(AB  קבוצת הפונקציות מB  לA.) 

:fנראה פונקציה  A → AB  לכלa ∈ A  נתאיםga : B → A  כך שf a = ga. 

 
 .aלהיות הפונקציה הקבועה  g0נגדיר 

yלכל  ∈ B :ga y = a 

a1כלומר אם . ע"חח fל "צ ≠ a2  אזf a1 ≠ f a2 . 

ℝ 

ℕ 

ℕℝ 
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f a1 = ga1
≡ a1 

f a2 = ga2
≡ a2  

a1ומאחר ו  ≠ a2  אזf a1 ≠ f a2 . 

 

 משפט

Σאם  ≠ ϕ  אזΣ∗ אינסופית. 

 :הוכחה

aיהי  ∈ Σ נגדיר . כלשהםf:ℕ → Σ∗. 

f 0 = ϵ 

f n + 1 = f n a 

 .ע"חח f –בבית 

 

 קבוצות בנות מניה

= ℕ נסמן  ℵ0. 

:fהיא בת מניה אם קיימת  Aקבוצה : הגדרה A → ℕ ע"חח. 

 .ℵ0קבוצה היא בת מניה אם היא סופית או שעוצמתה : הגדרה שקולה

 

 .בת מניה ולא סופית Aבת מניה אינסופית אם  Aנאמר ש 

 

 ?בת מניה אינסופיתכיצד נראה שקבוצה 

 (.למעשה יעניין אותנו להראות שקבוצה אינסופית היא בת מניה)

:f –מחפשים  A → ℕ ע"חח. 

 (.צריך להראות אינסופית)

f:ℕכדי להראות בת מניה אינסופית נראה ) → A ע ועל"חח.) 

 

 בניה מפורשת – 'דרך א

ℕ, Aodd 

f: Aodd → ℕ 

f n =
n − 1

2
 

 .ע ועל"פונקציה חח

 

 נציג סדר ספירה – 'דרך ב

סופי של ' וכל איבר מופיע שלפני מס Aשבו מופיעים על אברי  Aנציג סדר ספירה על אברי 

 .אברים

 

 .בת מניה ℤנראה ש 

f:ℕהפונקציה שנבנית  → ℤ  היאf n = n  ע"חחכן  –לא על. 

0,1,−1,2,−2,… 

–ואחריו את  iסופרים את  iבסדר בספירה בשלה ה  i. 

 .|k|יופיע בשלב ה   ℤב  kאבר כל 

 .אברים |k|2לפני כל אבר בספירה יופיעו לכל היותר 

 .את המקום שלו בסדר בספירה ℤנתאים לכל איבר ב 

המתאימה לכל אבר את מיקומו  ℕל  Aנבנה פונקציה מ  –למה מציאת סדר ספירה עוזרת לנו 

 .בספירה

 ?מה אם יש חזרות

0,1,-1,0,1,2,-1,-2,é 

נספור כל אבר בפעם הראשונה  –מסדר ספירה עם חזרות ניתן לקבל סדר ללא חזרות 

 .שנתקלים בו

 .הרעיון של המניה בשלמים פועל עבור כל שתי קבוצות בנות מניה
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 .קבוצות בנות מניה A1,…Akתהיינה : טענה

 Ai
k
i=1 בת מניה. 

A1 =  a11 , a12 ,…  

… 

Ak =  ak1, ak2,…   

 .בן מניה, האיחוד סופי אזכולן סופיות אם 

 .נציג סדר ספירה –אם לפחות אחת מהן אינסופית 

 :הספירה תהיה בשלבים

a1,iנספור את האברים  iבשלב ה  ,… ak,i (אם קיימים.) 

כל אבר נספר כשלפניו . kגודלו לכל היותר , ומאחר וכל שלב סופי. jנספר בשלב ה  ai,jכל אבר 

 .אברים kjלכל היותר 

 

 משפט

 ℚ+ = ℵ0 

 :מסקנה

 ℚ = ℵ0 

ℚ = ℚ+ ∪ ℚ− ∪ {0} 

 :הוכחה

 (:סדר הוצאה מהטבלה) +ℚנציג סדר ספירה עבור 

1

1

1

2

1

3
…

2

1

2

2

2

3
…

3

1

3

2

3

3
…

… … … …

 

 .נוציא מהטבלה באלכסון. לא ניתן להוציא בשורות או בעמודות

נספר את כל האברים  kבשלב ה 
i

j
iכך ש   + j = k + 1. 

האיבר 
i

j
iנספר בשלב ה   + j − מספר האברים שלפני . kגודלו , מאחר וכל שלב סופי. 1

i

j
הוא  

  .סופי

 :דוגמא

A1,… , Ak אזי, קבוצות בנות מניה: 

 Ai

k

i=1

 

 .גם כן בת מניה

 :הוכחה

A1 = a1,1 a1,2 a1,3 … 

A2 = a2,1 a2,2 a2,3 … 

… 

Ak = ak,1 ak,2 ak,3 … 

 סדר ספירה

סופי של ' ולפני כל איבר יהיו מס, כך שכל איבר יופיע, רוצים דרך לסדר את האיברים בסדרה

 .איברים

n יהיה האיבר ה  ai,nבדוגמה שלנו האיבר , אכן − 1 ∙ k + i בסדרה. 

 .י-nיספר בשלב ה  ai,nוברור ש ( העמודה המתאימה)איברים  kבכל שלה נמנה , באופן אחר

 

 :דוגמא

ℚ =  
a

b
 | b ∈ ℕ\{0}, a ∈ ℕ  
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ℚ =  Ak

∞

k=1

 

Ak =  
a

k
 | a ∈ ℤ  

 

 ℚ~ℕ: טענה

 (סדר ספירה) 1הוכחה 

 
a1,k נמנה את האיברים  kבשלב ה  , a1,k−1,… , ak,1 =  ai,j i+j=k+1

ימנה בשלב ה  an,mהאיבר  

n + m − in+m−z לפני שלב זה נמנו  1
i=1 ובשלב ה . איבריםn + m − nנמנים בדיוק  1 + m − 1 

 .איברים

,A1אותה הוכחה מראה כי אם  A,2 Ai קבוצות בנות מניה אז  …
∞
i=1 קבוצה בת מניה. 

 :חזקות של ראשוניים

21 , 22, 23 ,… 

31 , 32, 33 ,… 

51 , 52, 53 ,… 

71 , 72, 73 ,… 

 .וכעת נגדיר העתקה kהראשוני ה ' את המס Pkנסמן ב 

f: Ak

∞

k=1

→ ℕ 

f an,m =  Pn 
m  

an,m  הוא האיבר הm- י בקבוצהAn. 

 0,1 ℕ~ 0,1  

,Aאם  :טענה B  קבוצות בנות מניה אזA × B ת מניהגם קבוצה ב. 

 :הוכחה

,Aמאחר ו  B בנות מניה ניתן לכתוב 

A =  a1, a2, a3,…  

B =  b1 , b2 , b3 ,…  

 :נסמן

Ck =   a, bk  | a ∈ A  

 Ck

∞

k=1

= A × B 

 .Ck~Aבת מניה כי ברור ש  Ckכל 

 .בת מניה Ck לפי הטענה הקודמת 
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 :נגדיר. קבוצה בת מניה Aתהי  :טענה

A∗ =  Ak

∞

k=1

 

A1כאשר  = A, A2 = A × A וכו'... 

 .בת מניה ∗Aאזי 

 :1הוכחה 

Aראינו כי  × A בת מניה. 

 באינדוקציה

Ak = Ak−1 × A 

 .בת מניה Akלכן 

 .היא איחוד בן מניה של קבוצות בנות מניה ∗Aלכן 

 (:י סדר ספירה"ע) 2הוכחה 

Aנכתוב  =  a1, a2,…  .יות-nנמנה את ה  kהדרך בה נתקדם היא שבשלב ה   

 יות כך ש-nנמנה את כל ה  kבשלב ה 

n .א ≤ k 

…,a1}אבריהן באים מהקבוצה  .ב , ak}. 

 לושלפני כל איבר נספרו מספר סופי ש, אכן נספר ∗Aל כל איבר של "צריך להראות שבסדר הנ

 .איברים

 ספרנו לכל היותר kנשים לב כי בשלב ה 

 kn

k

n=1

= k + k2 + ⋯+ kk < ∞ 

 ∗Aנביט באיבר כלשהו של 

 ai1
, ai2

,… , aim
  

,max i1האיבר הזה יספר בשלב ה  i2,… , im , m  

 ∎( הראנו שכל איבר נספר באיזשהו שלב ושכל שלב הוא סופי)

 

 השלישיהשלב : דוגמא

n ≤ 3 

 a1, a2, a3  

a1, a2, a3 

 a1, a1 ,… ,  a3, a3  

 a1, a1, a1 ,… ,  a3, a3, a3  

 קבוצות שאינן בנות מניה

 קבוצות/נגדיר יחס בין עוצמות

Aנאמר כי  - ∝ B  אם ישf: A → B ע"חח 

Aנאמר כי  - ∝ B  אם ישf: A → B ע אבל אין "חחg: A → B על. 

 

 אנחנו נראה שתי טענות

A .א ∝ P A   לכלA 

 (מראה שיש אינסוף עוצמות)

 .יחס סדר חלקי ∝ .ב

 

 משפט קנטור

Aמתקיים  Aלכל  ∝ P(A). 

 :הוכחה

:fתהי  A → P(A)  מוגדרת על ידיf x = {x}. 

 שיטת הלכסון

:gלכל  A → P(A)  נמצא קבוצהBg ∈ P(A)  כך שBg  לא בתמונתg. 
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 A   b 

 
A 

 1  
= g(b) 0 

1 

1 

,a)בכניסה  b)  אם  1במטריצה נכתובa ∈ g(b)  אם  0וa ∉ g(b). 

b, a ∈ A 

g b , g a ∈ P A  

g a , g b ⊆ A 

 נגדיר

Bg =  a ∈ A   a ∉ g(a)}  

 .gלא בתמונת  Bgנראה כעת כי 

= g aכך ש  aנניח בשלילה שיש  Bg. 

aנשאל את עצמנו האם  ∈ g(a)? 

aאז : אם כן ∉ Bg , אבל אזg(a) ≠ Bg סתירה. 

aאם  ∉ g(a) : אזa ∈ Bg  ושובBg ≠ g(a) סתירה. 

∎ 

 מסקנה

P ℕ  לא בת מניה. 

P ℕ =   . 01101010  . 

 :ולכן

 0,1 ⊆ ℝ לא בת מניה. 

 .יחס סדר חלקי ∝רוצים להראות כי 

Aרפלקסיבי כי  - ∝ A 

Aטרנזיטיבי אם  - ∝f B ∝g C  אזA ∝g∘f C 

 

 קנטור ברנשטיין –משפט 

Aאם  ∝ B  וB ∝ A  אזA ∝ B. 

 הוכחה

:fנתון  A → B ע"חח 

:gונתון  B → A ע"חח 

:hצריך למצוא  A → B ע ועל"חח. 

g B = C 

B~g B = C 

A~f A ~g f A  = D 

D ⊆ C ⊆ A 

A~D 

⟹ A~C 

 :מצבנו

D ⊆ C ⊆ A 

φ: A → D בסימונים הקודמים )ע ועל "חחφ = g ∘ f) 

:ψרוצים לבנות  A → C ע ועל"חח. 

 

 

 1ניסיון 

:αנגדיר  A → C 

α a =  
a a ∈ C

φ a a ∉ C
  

 (.Dיש התנגשויות בתוך )ע "לא חח αלא עובד כי 

αכי נשים לב שאם  ∈ A\C  אזα a = α φ a    ומתקייםC ∌ a ≠ φ a ∈ C 
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 2ניסוין 

 נגדיר

X0 = A\C 

X1 = φ X0  

X2 = φ(X1) 

 ובאופן כללי

Xn+1 = φ(Xn ) 

 :נגדיר

X =  Xn

∞

n=0

 

:ψוכעת נגדיר  A → C י"ע 

ψ a =  
φ(a) a ∈ X

a a ∉ X
  

 ע ועל"חח ψ: טענה

= ψ aנניח : ע"חח ψ(b) 

,aאם  b ∉ X אז 

a = ψ a = ψ b = b 

,aאם  b ∈ X אז 

φ a = ψ a = ψ b = φ(b) 

aאם  ∈ X  וגםb ∉ X אז 

φ a = ψ a = ψ b = b 

aאם  ∈ X  אז ישn  כך שa ∈ Xn , ולכןb ∈ Xn+1  זאת אומרתb ∈ X בסתירה. 

 :על ψנראה כי 

yיהי  ∈ C  נראה שקייםa ∈ A  כך שψ a = y. 

I)  אםy ∉  Xnn אז y ∈ C  ולכןy ∈ A פ ההגדרה "עh y = y. 

II)  אחרתy ∈  Xnn  וy ∉ X0  כיy ∉ A\C . לכן קייםk ≥ yכך ש  1 ∈ Xk. 

Xkאבל  = φ Xk−1  . מאחר וy ∈ φ Xk−1   קייםa ∈ Xk−1  כך שy = φ(a). 

aהיות ש  ∈  Xnn  מתקיים כיψ a = φ a = y. 

 .A~Cהיא על ולכן  ψבזה הראינו ש 

 

 :משפט

 .A~ℕאזי . קבוצה בת מניה אינסופית Aתהי 

 :הוכחה

A  קיימת  –בת מנייהf: A → ℕ ע"חח. 

A  אינסופית ולכן לפי ההגדרה קיימתg:ℕ → A ע"חח. 

Aקיבלנו  ≤ ℕ  וגםℕ ≤ A  ולכןA~ℕ. 

 .2ℕ~ℝבתרגול נראה כי 
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 תחשיב הפסוקים

 

 סינטקס

 .מערכת הכללים –צורה 

 

 ו  -∧

 או  -∨

 אז-אם  -→

 לא  -¬

 

 הגדרה פורמאלית של הסינטקס

,∨,∧ : אותיות השפה ¬,→, T, F,  , pi וכן        i ∈ ℕ} = {p0 , p,1 ,… } 

 .סדרה סופית של אותיות בשפה –מילה /ביטוי

 

 .נגדיר באינדוקציה את אוסף המילים החוקיות בשפה

 :בסיס

 pi    i ∈ ℕ} ∪ {T, F} 

 .נקרא לאיברי הבסיס פסוקים אטומיים

 :פעולות

F =  F∧, F∨, F→, F¬  

,αעבור  β מתקיים לדוגמה: 

F∧ α, β =  α ∧ β  

 .שהגדרנו Fו  Bי "קבוצת הפסוקים היא הקבוצה המוגדרת באינדוקציה ע

 

  →,WFF Fמגירים קבוצת פסוקים 

 .→ו  Fפסוקים מצומצמים ל 

pi בסיס     i ∈ ℕ} ∪  F  

 . →F סגור 

 

 הפסוקיםמשמעות לתחשיב 

 . 0,1 נגדיר קבוצה של ערכי אמת 

 .נרצה להתאים לכל פסוק ערך אמת

 

 .עץ יצירה – הגדרה

 .עץ שבו כל צומת מסומן בפסוק

 .מסומן בפסוק אטומי –אם הצומת עלה  .1

 .מסומן באחד הקשרים ויש לו שני בנים או אחד, אם הצומת הוא צומת פנימי .2

οמסומן ב , אם לצומת יש שני בנים .3 ∈  ∧,∨,→ . 

 .¬לצומת יש בן אחד מסומן ב  אם .4

 :נרשום את הבניה של תחשיב הפסוקים כבניה של עצים

 עצים עם צומת אחד –בסיס 

p1, T, F 

οעצי יצירה  T2ו  T1אם  –סגור  ∈  ∧,∨,→  

 

 :רעיון חישוב ערך אמת

 .משרטטים לפסוק עץ יצירה ומחשבים ערך אמת במעלה העץ

 :שני שלבים בחישוב

I) שלב העלים. 

II)  בעץשלב הטיפוס. 
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 :שלב ראשון

pi פונקציה שמתאימה לכל אחד מה  –מגדירים השמה     i ∈ ℕ } ערך אמת. 

z:  pi    i ∈ ℕ} →  0,1  

T –  1מקבל. 

F –  0מקבל. 

 :שלב שני

 .להרחיב את ההשמה כך שתתאים לכל פסוק ערך אמת –מטרה 

 .piמתאימה ל  zאת הערך ש  z(pi)מסמנים ב : סימון

 .ההרחבה של ההשמה  -αמתאימה ל  zהערך שההשמה   - z  αאז , הוא פסוק αאם 

 .הצומת הראשון בעץ שלא מוגדר δנניח ש 

 יש צורך להגדיר איך מבצעים פעולות

δ =  α ∨ β  or  α ∧ β … 

 .לצורך ביצוע הפעולות משתמשים בטבלאות האמת

TT∨ 

α β  α ∨ β  

0 0 0 

0 1 1 

1 0 1 

1 1 1 
 

TT∧ 

α β  α ∧ β  

0 0 0 

0 1 0 

1 0 0 

1 1 1 
 

TT→ 

α β  α → β  

0 0 1 

0 1 1 

1 0 0 

1 1 1 
 

TT¬ 

α  ¬α  

0 1 

1 0 
 

 

 הגדרה פורמאלית

zהשמה  zתהי  =  pi    i ∈ ℕ} →  .z (α)נגדיר באינדוקציה על מבנה הפסוק את הערך   0,1 

 .פסוק אטומי α: בסיס

z  α = z pi ,α = pi  

z  α = 1,α = T 

z  α = 0,α = F 

, z  αבהינתן ערכי האמת : צעד z (β)  עבורo ∈  ∧,∨,→ . 

z   αoβ  = TTo z  α , z  β   

z   ¬α  = TT¬ z  α   

 :דוגמא

( ¬p2 → p3) 

 ההשמה

p0 p1 p2 p3 … 

1 1 1 0  

 

z    ¬p2 → p3  = TT→  z   ¬p2  , z  p3  = TT→(TT¬ z  p2 , z p3  = TT→  TT¬ z p2  , z p3   

= TT→ TT¬ 1 ,  0  = TT→ 0,0 = 1 

= z  αאם . αופסוק  zבהינתן השמה  zונסמן . αמספקת  zנאמר ש  1 ⊨ α. 

 

 ?(קיום ויחידות)=האם ההגדרה טובה 

 .אין בעיה –קיום 

 .צורך להוכיח יחידותיש 

 .עצים שונים –הבעיה 

 .משפט הקריאה היחידה –המשפט שמבטיח שלא יתכנו עצים שונים 

 

 משפט הקריאה היחידה

I)  לכל פסוקα  אם קיימיםβ1 , β2 מקומי -וקשר דוa  כך שα = (β1aβ2) , אזי לא קיימים

γ1 , γ2 מקומי -וקשר דוb  כך שα =  γ1bγ2   וγ1 ≠ β1  אוγ2 ≠ β2  אוa ≠ b. 

 (.אין בלבול בין שני קשרים דו מקומיים –משמעות )
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II)  לכל פסוקα , אם קיים פסוקβ  כך שα =  ¬β  , אז לכל פסוקβ1  אםα =  ¬β1   אז

β = β1  לא קיימיםγ1 , γ2 מקומי -וקשר דוb  כך שα =  γ1bγ2 . 

 (.מקומי-מקומי לחד-מקומיים ואין בלבול בין דו-אין בלבול בין חד)

 בכל שלב בבניית העץ ישנה אפשרות לבחירת הקשר המרכזי –משפט סינטקטי  –המשפט 

 .קיים עץ יצירה יחיד ⇐

 

 :משפט הגדרת ערך האמת

 .יחיד z (α)ערך האמת  αלכל פסוק , zבהינתן השמה 

 :נוכיח באינדוקציה על מבנה הפסוק את התכונה. השמה zתהי 

z  α  יחיד. 

 .פסוק אטומי α: בסיס

α = T, z  α = 1 

α = F, z  α = 0 

z  pi  

 .באופן יחידמוגדר 

 .מוגדרים באופן יחיד  z  β2ו   z  β1נניח ש : סגור

oכש  z (β1oβ2)נראה ש  ∈  .מוגדר באופן יחיד  →,∨,∧ 

z   β1oβ2  = TTo z  β1 , z  β2   

מוגדר באופן  (β1oβ2)אזי ערך האמת של , מאחר ובכל כניסה בטבלת האמת מופיע ערך יחיד

 .יחיד

αמוכיחים  = (β1oβ2) חידה לקרוא את על פי משפט הקריאה היחידה זו הדרך היα . ולכן בהכרח

 .הערך יחיד

 

 מגדירים סדר קדימויות לקשרים

1. ¬ 

2. ∧,∨ 

3. → 

 .נשמיט סוגריים במקרה וניתן ולא משתנה המשמעות

או . נשאיר סוגריים במקרים שבהם מעוניינים לחשב קשרים לא לפי סדר הקדימויות, כלומר

 .קשרים מאותה עדיפות לא משמאל לימין

 

 שני מישורים

 .משפט הקריאה היחידה, תכונות פסוק חוק, הגדרת הפסוקים –מישור סינטקטי 

 .משפט הגדרת ערך האמת, חישוב ערך האמת –מישור סמנטי 

 

 שלמות מערכות קשרים

 .הרבה קשרים בין טענות ניתן לבטא בטבלה

,α #רוב  β, γ  

α β γ # α, β, γ  

0 0 0 0 

0 1 1 0 

0 1 0 0 

0 1 1 1 

1 0 0 0 

1 0 1 1 

1 1 0 1 

1 1 1 1 

 .מעניין אותנו כוח ההבעה של תחשיב הפסוקים

 .רוב –דוגמא לקשר בין טענות שניתן להבעה בטבלת אמת 

 ?האם כל קשר שניתן לביטוי בטבלת אמת ניתן לקבע בתחשוב הפסוקים: השאלה

αטבלת אמת  αניתן לבנות ל  αבהינתן פסוק  = p0 ∨ p1. 
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 .מממש את טבלת האמת שמתאימה לו αנאמר ש 

p0 p1  

0 0 0 

0 1 1 

1 0 1 

1 1 1 

 ?האם לכל טבלה יש פסוק שמממש אותה

 .תלויה במערכת הקשרים התשובה

 

 .נאמר שמערכת קשרים שלמה אם לכל טבלת אמת קיים פסוק בקשרים האלו שמממש אותה

 

 .מערכת הקשרים של תחשיב הפסוקים שלמה: טענה

 

 .שמממש אותה αTTה פסוק רנבנה עבו, טבלת אמת TTתני : הוכחה

,α)#שמממש את  #αנבנה  β, γ). 

 

 "(.iאני בשורה ה "  -αiנבנה פסוק  1בטבלה שמקבלת  iלכל שורה  –שלב ראשון 

α4,α6,α7,α8 

α4 =  ¬p0 ∧ p1 ∧ p2 

α6 = p0 ∧  ¬p1 ∧ p2 

α7 = p0 ∧ p1 ∧  ¬p2  

α8 = p0 ∧ p1 ∧ p2 

כמו  1ואת כל האטומים שמקבלים  iבשורה ה  0נרשום את שלילות כל האטומים שמקבלים 

 .∧ונחבר ב , שהם

 

i1שיאמר עבור השורות  αTTנבנה פסוק  –שלב שני  , i2  :בטבלה 1שמקבלות  …,

 "i2או שאני ב  i1או שאני ב "

αTT = αi1 ∨ αi2 ∨ …∨ αik  

α# = α4 ∨ α6 ∨ α7 ∨ α8 

p0או  Fאז או  0אם הטבלה כולה  ∧  ¬p0 . 

 

 .TTבטבלה  1יש  ⟺ 1מקבל  αTTנראה ש : הוכחה

ההשמה  ⟺ jנניח שורה  –ים בטבלה -1ההשמה מתאימה לאחת משורות ה ⟺ TTבטבלה  1יש 

 .1קבל  αTT ⟺ים -1משורות ה 1עבור  αjמספקת את 

 

,∨,∧ למעשה ראינו ש  ,∨,∧ מסיקים מזה שם . מערכת קשרים שלמה  ¬ שלמה אבל   →,¬

,∧,¬ י על יד →למעשה ניתן לממש  or  . 

 

 מונחי יסוד סמנטיים

⫤הוא טאוטולוגיה ונסמן  αנאמר שפסוק הגדרה  α  אם לכל השמהz  מתקייםz  α = 1. 

 :דוגמאות

T,  p0 ∨  ¬p0   

 ?טאוטולוגיה αאיך נראה 

 .טבלת אמת: שיטה ראשון

 .רוצים לבנות טבלה המכילה את כל ההשמות ועבור כל השמה לחשב את ערך האמת שלה

 .יש אינסוף השמות –הבעיה 

ערך האמת של הפסוק נקבע על פי הערכים שמקבלים האטומים , במערכת הקשרים שלנו

 .המופיעים בפסוק

 .שורות 2nמספיק לבנות טבלה עם , אטומים nלכן אם בפסוק מופיעים 
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מוודאים שכל , בונים טבלת אמת עבור כל ההשמות האפשריות לאטומים בפסוק: השיטה

 .1השורות קבלו 

 :וגמאד

  p1 →  p2 → p3  →  p2 →  p1 → p3    

p1 p2 p3 p2 → p3 α1 p1 → p3 α2 α 

0 0 0 1 1 1 1 1 

0 0 1 1 1 1 1 1 

0 1 0 0 1 1 1 1 

0 1 1 1 1 1 1 1 

1 0 0 1 1 0 1 1 

1 0 1 1 1 1 1 1 

1 1 0 0 0 0 0 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 

 

 :שיטה שנייה

ומוכיחים כי לא  0מחפשים מה צריכה השמה לקיים כדי שערך האמת יהיה  –הוכחה מילולית 

 .קיימת השמה כזו

 

= z  αכך ש  zנניח בשלילה שקיימת השמה  0. 

1. z   p0 ∨ p1 → p2 = 1 

2. z   p0 → p2 →  p1 → p2  = 0 

TTפ "ע 2מ  →: 

3. z  p0 → p2 = 1 

4. z  p1 → p2 = 0 

TTומ  4מ  →: 

5. z  p1 = 1 

6. z  p2 = 0 

TTומ  5מ  ∨: 

7. z  p0 ∨ p1 = 1 

TTפ "ע 6+7מ  z  p0נובע  → ∨  p1 → p2  =  .1סתירה ל 0

 

 :טאוטולוגיות לדוגמא

 p0 ∧ ¬p0 , ¬(pp ∧ ¬p0) 

 p0 ∨  p1 ∧ p2  ⟺  p0 ∧ p1 ∨  p0 ∧ p2  

¬ p0 ∧ p1 ⟺  ¬p0 ∨ ¬p1  

 .∨→∧וגם  ∧→∨מורגן הופך את -ודה

 

1.  p1 →  p2 → p1   

2. ( p1 →  p2 → p3  →   p1 → p2 →  p1 → p3   

3.    p1 → F → F → p1  

βונסמן ( αגורר לוגית את  βאו ) βנובע לוגית מפסוק  αנאמר שפסוק  הגדרה ⊨ α  אם כל

 .αמספקת את , βהשמה שמספקת 

 :דוגמא

 p0 ∧ p1 ⊨ p0 

p0 p1  p0 ∧ p1  

0 0 0 

0 1 0 

1 0 0 

1 1 1 
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β: טענה ⊨ α מ "אמ⊨ β → α. 

 :הוכחה

βנניח , כיוון ראשון ⊨ α 

z  βכך ש  zנניח בשלילה שקיימת השמה  → α = 0. 

TTלפי  = z  βנובע כי  → = z  αו  1 0. 

βבסתירה להנחה ש  ⊨ α. 

⫤נניח , כיוון שני (β → α) 

βנניח בשלילה ש  ⊭ α  ולכן קיימת השמהz  כך שz  β = = z  αוגם  1 0. 

TTלפי  z  βנובע כי  → → α = β)בסתירה לכך ש  0 → α) טאוטולוגיה. 

 

αהוא סתירה ונסמן  αנאמר שפסוק  הגדרה = z  αמתקיים  zאם לכל השמה  ⫤ 0. 

F, ¬T, p0 ∧ ¬p0 

α  טאוטולוגיה⟺ ¬α סתירה. 

= z  αכך ש  zספיק אם קיימת השמה  αנאמר שפסוק  הגדרה 1. 

 

 ?על פסוק מהו איך נראה

  ספיק סתירה טאוטולוגיה

טבלת אמת או הנחה 
 מילולית

טבלת אמת או הנחה 
 מילולית

 להראות כן השמה מספקת

מראים השמה לא 

 מספקת

טבלת אמת או הנחה  השמה מספקת

 מילולית

 להראות לא

 

zונסמן  Xמספקת קבוצת פסוקים  zנאמר שהשמה  הגדרה ⊨ X  אם לכל פסוקα ∈ X  מתקיים

= z  αכי  1. 

Xונסמן  Xנובע לוגית מקבוצת הפסוקים  αנאמר שפסוק  הגדרה ⊨ α  אם לכל השמהz 

 .αמספקת את  Xשמספקת את 

 

 :דוגמא

 ¬p0 → ¬p1 , p1 ⊨ p0 

p0 p1 ¬p0 ¬p1 ¬p0 → ¬p1 

0 0 1 1 1 

0 1 1 0 0 

1 0 0 1 1 

1 1 0 0 1 

 .אבל ההוכחה שונה, מוגדר גם עבור אינסופיות

 .שמספקת אותה zאם קיימת השמה , תקרא ספיקה Xקבוצת פסוקים  הגדרה

 

 שקילות לוגית

 p0 ∨ ¬p0  with ¬ p0 ∧ ¬p0  

αונסמן  βשקול לוגית לפסוק  αנאמר שפסוק  הגדרה ≡ β  אם כל השמה שמספקתα  מספקת

β ולהיפך. 

αכמו לדרוש  ⊨ β  וגםβ ⊨ α. 

 

 :טענה

⊨ α ⟺ β ⟺ α ≡ β 

 .בבית

 

 ?איך נראה שמערכת קשרים שלמה

 .נבנה לכל טבלה פסוק. באופן ישיר –דרך ראשונה 

ולהראות שניתן להביע כל קשר במערכת , להתבסס על מערכת הידועה כשלמה –דרך שנייה 

 .הישנה באמצעות פסוק במערכת החדשה
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αועל השקילות   ∨,∧,¬ נתבסס על . שלמה  ∧,¬ נראה : לדוגמא ∨ β ≡ ¬ ¬α ∧ ¬β . 

ת השקיפויות נתרגם למערכת בהינתן טבלת אמת נבנה עבורה פסוק במערכת הישנה ובאמצעו

 :שימושים בנביעה לוגית. החדשה

I) X ∪  α ⊨ β  וגםX ¬α ⊨ β  אזX ⊨ β. 

 :הוכחה

Xנניח ש  ∪  α ⊨ β  וX ∪  ¬α ⊨ β  נראה שX ⊨ β. 

zנראה שאם . השמה zתהי  ⊨ X  אזz ⊨ β .נבחין בין שני מקרים: 

o  אםz ⊨ α  לפי ההנחהX ∪  α ⊨ β  מתקייםz ⊨ β. 

o  אחרתz ⊭ α  כלומרz  α = = z  ¬αנובע כי   ¬TTלפי  0 לפי ההנחה  1

X ∪  ¬α ⊨ β  מתקייםz ⊨ β/ 

II)  אם γ, ¬α ⊨ β  ו γ, ¬α ⊨ ¬β  אזγ ⊨ α .בבית. 

III)  אם γ, ¬α ⊨ α  אזγ ⊨ α . מקרה פרטי שלII  עבורβ = α. 

IV) Σ ∪  α,α → β ⊨ β ( כאשרΣ קבוצת פסוקים.) 

V)  תהיינהΣ1 , Σ2 אם . קבוצות פסוקיםΣ1 ⊆ Σ2  אזי לכל פסוקα , אםΣ1 ⊨ α  אזΣ2 ⊨ α. 

 :הוכחה

Σ1נראה שאם  ⊨ α  אזΣ2 ⊨ α. 

zה שאם נרא. השמה zתהי  ⊨ Σ2  אזz ⊨ α. 

zאם  ⊨ Σ2  אזz  מספקת את כל הפסוקים בΣ2 . מאחר וΣ1 ⊆ Σ2 , אזz  מספקת את

Σ1לפי ההנחה . Σ1כל הפסוקים ב  ⊨ α  ולכןz ⊨ α. 

 

 צורות נורמאליות

NNF ï Negation Normal Form 

 .הקבוצה מוגדרת באינדוקציה

 :בסיס

 pi  i ∈ ℕ ∪  ¬pi  i ∈ ℕ} ∪  T, F  

 :סגור

 F∧, F∨  

 :דוגמאות

 p0 ∨ ¬p5 ∧  ¬p3  

¬ p0 ∨ ¬p5  

 .NNFנראה שלכל פסוק ניתן למצוא פסוק שקול בצורת 

CNF – הגדרה בשני שלבים. 

 :מגדירים, שלב ראשון

Disj: 

 :בסיס

 pi    i ∈ ℕ} ∪  ¬pi    i ∈ ℕ} ∪  T, F  

 :סגור

 F∨  

 :מתקיים

 ¬p0 ∨  ¬p5 ∨ F ∨ p8  

¬ p0 ∨ p5  

 :באינדוקציה CNFנגדיר את הקבוצה 

 Disj: בסיס

  ∧F : סגור

 :דוגמאות

 p1 ∨ p5 ∧  p3 ∨ F  

  p3 ∨ p5 ∧ p8 ∨ p4 

 :CNFה  משפט

′αכך ש  CNFמצורת  ′αקיים פסוק  αלכל פסוק  ≡ α  ובα′  ובα אותם אטומים. 
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DNF: 

 .ההגדרה בשני שלבים

 :Conjבשלב הראשון 

 pi    i ∈ ℕ} ∪  ¬pi    i ∈ ℕ} ∪  T, F  

 :סגור

 F∧  

 :DNFשלב שני נגדיר 

 Conj: בסיס

 . ∨F : סגור

 p0 ∧ ¬p1 ∧ p2  

 p0 ∧ ¬p1 ∧ p2 ∨  p0 ∧ p1 ∧ p2  

 :DNFה  משפט

′αכך ש  DNFמצורת  ′αקיים פסוק  αלכל פסוק  ≡ α  ובα′  ובα אותם אטומים. 

 

 .ראינו בהוכחת השלמות של מערכת הקשרים של תחשיב הפסוקים DNFפסוקים מסוג 

 .שמממש אותה DNFראינו בעצם שלכל טבלת אמת קיים פסוק מצורת 

ת האמת ועבור טבל, בהינתן פסוק נבנה עבורו טבלת אמת. DNFלמעשה הוכחנו את משפט ה 

 .שמממש אותה DNFנבנה פסוק 

 

 צורות נורמאליות

 NNFהגדרנו 

 :בסיס

 pi    i ∈ ℕ} ∪  ¬pi    i ∈ ℕ} ∪  T, F  

 :סגור

F∧, F∨ 

 :NNFמשפט ה 

′αו  NNFמצורת  ′αכך ש  ′αקיים פסוק  αלכל פסוק  ≡ α. 

 השיטה

 .למטה לכיוון העלים ¬מציירים עץ ודוחפים 

 :נשתמש בשקיפויות

¬ ρ ∨ ξ ≡ ¬ρ ∧ ¬ξ 

¬F ≡ T 

¬T ≡ F 

¬¬ρ = ρ 

 ρ1 → ρ2 ≡   ¬ρ1 ∨ ρ2  

 :דוגמא

¬    p0 ∨ p1 → p2 ∧  p1 ∨ p5  ≡ ¬  ¬ p0 ∨ p1 ∨ p2 ∧  p1 ∨ ¬p5  ≡ 

 :דה מורגן

≡  ¬ ¬ p0 ∨ p1 ∨ p2  ∧  ¬ p1 ∨ ¬p5   

DNF 

 Confבסיס 

 pi    i ∈ ℕ} ∪  ¬pi    i ∈ ℕ} ∪  T, F  

 ∧Fסגור 

 DNFמשפט ה 

 .יש אותם אטומים αו  ′αול  DNFמצורת  ′αכך ש  ′αקיים פסוק שקול לוגית  αלכל פסוק 

 .הממש אותה DNFראינו שלכל טבלת אמת ניתן לבנות פסוק מצורת 

 .DNFטבלת אמת ואז נממש אותה בפסוק  αנבנה ל <  -αבהינתן פסוק 

 

 

 



 עידו שמיר
2009חורף   

 מערכת הוכחה פורמאלית

 .מושג סינטקטי –הוכחה 

 ?איך מגדירים מערכת הוכחה

I) בוחרים אקסיומות. 

 .קל לוודא מי אקסיומה

II)  כללים שבאמצעותם נתקדם בהוכחה –כללי הסק. 

III) קבוצת המשפטים הפורמאליים: 

 Xכללי הסק אקסיומות 

 .הוכחה פורמאלית היא סדרת יצירה במבנה

 :כך ש a1,…αnהיא סדרה סופית  αסדרת הוכחה עבור פסוק 

1. αn = α 

1כל פסוק  .2 ≤ i ≤ n αi  הוא אקסיומה או שהתקבל מפסוקים קודמים בסדרה על

 .ידי אחד מכללי ההסק

⊣נסמן , יש סדרת הוכחה αאם לכל  יכיח αנאמר ש  α. 

 

 :מערכת הוכחה לתחשיב הפסוקים

 (.תבניות 3למעשה )נגדיר קבוצת אקסיומות 

δ  הוא אקסיומה אם קיימים פסוקיםα, β, γ  כך שδ הוא מאחת מהצורות הבאות: 

1.  α →  β → α   

2.   α →  β → γ  →   α → β →  α → γ    

3.    α → F  → F  → α  

 :לדוגמה

A1:  p0 →  p1 → p0   

   p0 → F → F → F →  p0 → F  

 :כלל ההסק

MP 
α,α → β

β
 

 :קבוצת המשפטים הפורמאליים

X אקס,  MP   

,→ משתמשים ב  F  מערכת פעולות שלמה. 

⊣מסמנים  α. 

 :כי αנראה לכל פסוק , דוגמה

⊢ α → α 

α)את  βנסמן ב  → α). 

1.  α →  β → α  →   α → β →  α → α   A2 

2.  α →  β → α   A1 

3.   α → β →  α → α   MP 1,2 

 α →  α → α  →  α → α  

4.  α →  α → α   A1 

5.  α → α  MP 3,4 

 הוכחה מתוך הנחות

 הנחות+ ' אקס: הבסיס

 ( Ded Σמסומת ) Σקבוצת המסקנות של , Σבהינתן קבוצת פסוקים 

Ded Σ = X Σ ∪ ,אקס  MP   

Σנסמן ב  ⊢ α  את הטענהα ∈ Ded Σ . 

…,α1היא סדרה סופית . Σמתוך קבוצת הנחות  αסדרת הוכחה עבור  ,αn כך ש: 

1. αn = α 
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1כל פסוק בסדרה  .2 ≤ i ≤ n αi  הוא אקסיומה או הנחה או התקבל מפסוקים קודמים על

 .MPידי 

 דוגמא

Σ =  α → β, β → γ  

Σל "צ ⊢  α → γ  

1.  β → γ →  α →  β → γ   A1 

2.  β → γ  הנחה 

3.  α →  β → γ   MP 1,2 

4.  α →  β → γ  →   α → β →  α → γ   A2 

5.  α → β →  α → γ  MP 

6.  α → β  הנחה 

7.  α → γ  MP 

 דוגמא

Σ =  α,α → F  

 :מתקיים βנראה כי לכל פסוק 

Σ ⊢ β 

1. α → F הנחה 

2. α הנחה 

3. F MP 

4. F →   β → F → F  A1 

5.  β → F → F MP 

6.   β → F → F → β A3 

7. β MP 

 :תכונות של הוכחה מתוך הנחות

X,Y קבוצות פסוקים ,α, β פסוקים. 

 1טענה 

αאם  ∈ X  אזX ⊢ α 

1. α הנחה 

 2טענה 

 מונוטוניות של מערכת ההוכחה

 (מוסיפים מסקנות, מוסיפים הנחות)

Xאם  ⊆ Y  אזי לכל פסוקα  אםX ⊢ α  אזY ⊢ α. 

 .Yהיא גם סדרת הוכחה מתוך  Xמתוך  αסדרת ההוכחה של 

 3טענה 

αאם לכל פסוק  ∈ X  מתקייםY ⊢ α  אזי לכל פסוקβ  אםX ⊢ β  אזY ⊢ β. 

 4טענה 

xאם  ⊢  α →  β → γ    וX ⊢  α → β   אזX ⊢  α → γ . 

 

 ...אזי מתקיים, קשיר Gאם הגרף 

 ...ונראה, קשיר Gנניח ש 

Σ ⊢ α → β ⟺ Σ ∪  α ⊢ β 

 :משפט הדדוקציה

,αולכל זוג פסוקים  Xלכל קבוצת פסוקים  β 

Σ ∪  α ⊢ β ⟺ Σ ⊢ α → β 

 (ימין לשמאל)כיוון ראשון מיידי 

X ⊢ α → β  ולכן על סמך המונוטוניותX ∪  α ⊢ α → β. 

α ∈ X ∪  α  

X ∪  α ⊢ α 

MP Xי "ע ∪  α ⊢ β. 
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 :כיוון שני

Xאם : ל"צ ∪  α ⊢ β  אזX ⊢ α → β 

Xכך ש  βלכל פסוק : ל"צ ∪  α ⊢ β  מתקייםX ⊢ α → β 

Xששייך לקבוצות המסקנות של  βלכל פסוק  ∪  α   מתקייםX ⊢ α → β. 

 .קבוצת המסקנות באינדוקציה

אקסבסיס  ∪ X ∪  α  

 .MPסגור 

 בקבוצה βלכל פסוק 

XInduction  X ∪  α ∪ ,אקס MP  

Xמתקיים  ⊢ α → β. 

 על המבנהנוכיח באינדוקציה 

XInduction (X ∪  α ∪ ,אקס MP) 

X( βעבור פסוק )את התכונה  ⊢ α → β. 

 :בסיס

 :נפריד למקרים

1. β היא אקסיומה. 

Xנראה  ⊢ α → β 

I) (β →  α → β  A1 

II) β אקסיומה 

III) (α → β) 

2. β  היא הנחה מX .β ∈ X. 

I) (β →  α → β  A1 

II) β הנחה 

III) (α → β) MP 

3. β = α 

Xל "צ ⊢ α → α 

⊣ראינו ש   α → α   לפי המונוטוניותX ⊢ α → α. 

 MP :סגור

γמקיימת את התכונה  γאם  → β אז , מקיימת את התכונהβ מקיימת את התכונה. 

MP
γ, γ → β

β
 

γ :Xעבור  ⊢ α → γ 

γעבור  → β :X ⊢ α →  γ → β  

X: ל"צ ⊢  α → β  

Xמקודם  4לפי טענה  ⊢ α → β 

Xשיכיח מ  βראינו שלכל  ∪  α   מתקייםX ⊢ α → β. 

 

 :מסקנה מתכונת המונוטוניות

⊣אם  α  אז לכל קבוצהX :X ⊢ α. 

 

 :בדדוקציהדוגמאות לשימושים 

1. ⊢ α → α. 

⊣ α לפי משפט הדדוקציה מספיק שנראה  α. 

 .1לפי טענה 

 :αלכל פסוק  .2

 α ⊢   α → F → F  

 לפי משפט הדדוקציה מספיק שנראה

 α,α → F ⊢ F 

I) α הנחה 
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II) α → F הנחה 

III) F MP 

3.   α → β  ⊢  β → F →  α → F  

 לפי משפט הדדוקציה מספיק שנוכיח

  α → β ,β → F ⊢ α → F 

 שוב לפי משפט הדדוקציה מספיק שנראה

 α → β, β → F,α ⊢ F 

I) α הנחה 

II) α → β הנחה 

III) b  MP 

IV) β → F הנחה 

V) F MP 

 משפט הדיכוטומיה

⊣ Σ\U αאם  β  וΣ α → F ⊢ β  אזΣ ⊢ β. 

 

 :עקביות של קבוצת הנחות

Xהיא עקבית אם  Xקבוצת פסוקים  הגדרה ⊬ F. 

 

 .קבוצת פסוקים Xתהי  משפט

X מ כל תת קבוצה סופית של "קבוצה עקבית אמX עקבית. 

 :שקול להוכיח

X מ קיימת ל "לא עקבית אמX תת קבוצה סופית לא עקבית. 

 

 כיוון ראשון ⇒

Dקיימת . תת קבוצה סופית לא עקבית Xנניח שקיימת ל  ⊆ X  סופיתD ⊢ F. 

Xלפי המונוטוניות  ⊢ F ולכן לא עקבית 

 כיוון שני ⇐

 .קבוצה סופית לא עקבית-תת Xלא עקבית ונראה כי קיימת ל  Xנניח ש 

X  לא עקבית ולכןX ⊢ F. 

 .Xסדרת הוכחה סופית מתוך  Fכלומר קיימת ל 

 .Xמתוך  Fלהיות אוסף כל ההנחות בהן השתמשנו בהוכחת  Dנגדיר את 

 D קבוצה סופית מאחר וסדרת היצירה סופית. 

 D ⊆ X  כי מכילה רק הנחות מX. 

 D ⊢ F-  י אותה סדרת הוכחה"ע. 

 .שאינה עקבית Xלכן מצאנו תת קבוצה סופית של 

 

 הפסוקיםהעקביות של האקסיומות של תחשיב 

 ?למה חשוב לשאול

 ?אם קבוצת האקסיומות לא עקבית אין טעם בדיון על מה יכיח ומה לא

 .שכן הכל יכיח

 ?לל קבוצה עקביתכיעניין אותנו לשאול האם יש ב

 ".עקבית ϕהאם "קבוצת האקסיומות עקבית שקול לשאול . שתי השאלות שקולות

 .קיימת קבוצה עקבית –עקבית  ϕאם 

 .לא עקבית אז כל קבוצה לא עקבית ϕאם 

⊬כלומר , נרצה להראות שקבוצות האקסיומות עקבית F. 

Fכלומר נרצה להראות ש  ∉ X אקס, MP . 

 .לא מקיים Fנראה תכונה שכל הפסוקים היכיחים מקיימים ו 
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⊭כלומר . הקבוצה הריקה עקבית :טענה F 

 .כל פסוק יכיח הוא טאוטולוגיה: תכונה

 :הנאותות הצר משפט

⊣אם  αכל פסוק ל α  אז⊨ α. 

 

 :הנאותות הרחב משפט

Σאם , αולכל פסוק  Σלכל קבוצת הנחות  ⊢ α  אזΣ ⊨ α. 

Σהמשפט הצר מתקבל עבור  = ϕ. 

 

 .קיימת קבוצה עקבית: מסקנה

 

 :הוכחת משפט הנאותות הרחב

Σאם  αנוכיח כי לכל פסוק . קבוצת פסוקים Σתהי  ⊢ α  אזΣ ⊨ α. 

Σכך ש  αנוכיח כי לכל פסוק . קבוצת פסוקים Σתהי  ⊢ α  מתקייםΣ ⊨ α. 

Σמתקיים כי  Σבקבוצת הפסוקים היכיחים  αלכל פסוק : ל"צ ⊨ α. 

Σ: את התכונה Σנוכיח באינדוקציה על קבוצת המסקנות של  ⊨ α. 

 :הוכחה

 :בסיס

1. α ל "צ. אקסיומהΣ ⊨ α. 

 .לוגית מכל קבוצהראינו בבית שכל האקסיומות טאוטולוגיות ולכן הן נובעות 

 (.αמספקת את  Σובפרט כל השמה שמספקת את  αכל השמה מספקת את 

2. α ∈ Σ ל "צ. הנחהΣ ⊨ α. 

 .αובפרט את  Σמספקת על פי ההגדרה את כל פסוקי , Σכל השמה שמספקת את 

,βנניח ש  :צעד β → α  מקיימים את התכונה ונראה שα מקיימת את התכונה. 

 :הנחת האינדוקציה

Σ ⊨ β 

Σ ⊨ β → α 

 :ל"צ

Σ ⊨ α 

 .Σהשמה שמספקת את  zתהי 

zלפי הנחת האינדוקציה  ⊨ β  וz ⊨ β → α. 

zנקבל  →TTלפי  ⊨ α. 

 

 :משפט שקול לנאותות

 .עקבית Σספיקה אז  Σאם  Σלכל קבוצת פסוקים 

 .עקבית Σנוכיח ש , קבוצה ספיקה Σתהי  :הוכחה

Σזאת אומרת . לא עקבית Σנניח בשלילה ש  ⊢ F. 

Σלפי משפט הנאותות  ⊨ F. 

F  סתירה לכן אף השמה לא מספקת אתF  ומכאן שלא תיתכן השמה שמספקת אתΣ. 

 .ספיקה Σבסתירה לכך ש 

 

 :עד כאן יש

 סמנטיקה סינטקס
⊢ α 

 
⊨ α 

Σ ⊢ α 
 

Σ ⊨ α 

Σ עקבית 
 

Σ ספיקה 

 .המטרה בהמשך להראות את החיצים בכיוון השני

 

 צר

 רחב

 משפט שקול
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 :αעקבית ולכל פסוק  Σתקרא עקבית מקסימאלית אם  Σקבוצת פסוקים  הגדרה

Σ ⊢ α  אוΣ ⊢ α → F. 

 

Xכך ש  Y תקיימת קבוצה עקבית מקסימאלי. קבוצה עקבית Xתהי  טענה ⊆ Y. 

 :הרעיון

או  αנוסיף את , ועבור כל פסוק אם לקבוצה אין דעה עליו. נעשה רשימה של כל הפסוקים

α → F . צריך להיזהר לא לפגוע בעיקביות –הבעיה. 

 :הוכחה

 .…,α0,α1,α2נכין רשימה של קבוצת הפסוקים 

 (.ניתן להכין בת מניה)

 .Xנגדיר סדרת הרחבות עבור 

X0 = X 

 .Xnומגדירים  αn−1דואגים לפסוק  nבשלב ה 

X0 = X ⊆ X1 ⊆ X2 ⊆ X3 ⊆ ⋯ 

Xn−1נבדוק אם , Xn−1בהינתן  ∪  αn−1  נגדיר, עקבית 

Xn = Xn−1 ∪  αn−1  

 אחרת נגדיר

Xn = Xn−1 ∪  an−1 → F  

 לדוגמה

X0אם  ∪  α0   עקבית אזX1 = X0 ∪  α0  

X1אחרת  = X0 ∪  a0 → F . 

 .וכך הלאה

 

 נגדיר

Y =  Xn

∞

n=0

 

 .עונה על הדרישות Yנראה ש 

Xעקבית מקסימאלית ו  Y: נראה ⊆ Y. 

Xנראה  .1 ⊆ Y: 

Y =  Xn
∞
n=0  ולפי ההגדרהX = X0 ⊆ Y. 

 .היא עקבית Xnהקבוצה  nנראה כי לכל  .2

 .הוכחה באינדוקציה על הטבעיים

n :בסיס = 0 

X0 = X עקבית על פי ההנחה. 

 .עקבית Xn+1עקבית ונוכיח  Xnנניח  :צעד

  אםXn+1 = Xn ∪  αn   לפי ההגדרהXn ∪  αn  עקבית. 

  אחרתXn+1 = Xn ∪  αn → F   לפי ההגדרהXn ∪  αn  כלומר . לא עקביתXn ∪  αn ⊢ F. 

Xnנניח בשלילה ש  ∪  αn → F  כלומר . לא עקביתXn ∪  αn → F ⊢ F. 

Xnלפי משפט הדיכוטומיה  ⊢ F ,בסתירה להנחת האינדוקציה. 

 .קבוצה עקבית Yנראה כי  .3

 .עקבית Xnמתקיים כי  nכי לכל  2הראינו ב 

 .עקבית Yקבוצה סופית של -ראינו שמספיק להראות שכל תת

Dקבוצה -תת Dתהי  ⊆ Y סופית. 

Y =  Xn

∞

n=0

 

D =  B1,… , Bk  

Biכך ש  mקיים  iלכל  ∈ Xm i
Biאחרת )  ∉ Y.) 

maxהאינדקס המקסימאלי בין הקבוצות  maxנגדיר  = max mi , Bi ∈ D, Bi ∈ Xm i
. 

Dר והקבוצות מכילות זו את זו אזי מאח ⊆ Xmax. 
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 .עקבית D –קבוצה של קבוצה עקבית -תת Dעקבית ומאחר ו  Xmaxש  2ראינו ב 

Dראינו שלכל  ⊆ Y סופית ,D  עקבית ולכןY עקבית. 

 .עקבית מקסימאלית Yנראה ש  .4

 .עקבית Yש  3ראינו ב 

Yמתקיים  αלכל פסוק : ל"צ ⊢ α  אוY ⊢ α → F. 

αהופיע ברשימת הפסוקים  α. פסוק αיהי  = αn. 

 :לפי ההגדרה

Xn+1או  - = Xn ∪  α   ואזXn+1 ⊢ α. 

Xn+1או  - = Xn ∪  α → F   ואזXn+1 ⊢ α → F. 

Xn+1כלומר  ⊢ α  אוXn+1 ⊢ α → F 

Xn+1מאחר ו , לפי המונוטוניות ⊆ Y  אזY ⊢ α  אוY ⊢ α → F. 

 .Xעקבית מקסימאלית שמכילה  Yראינו 

 

,βאזי לכל , קבוצה עקבית מקסימאלית Yתהי  :טענה γ מתקיים: 

Y ⊢ β → F or Y ⊢ γ ⟺ Y ⊢ β → γ 

 ?Yהאם נכון לכל קבוצה 

⊣ראינו  p0 → p0. 

⊣היה צריך להיות  p0  או⊢ p0 → F. 

⊭יודעים ש  p0  ו⊭ p0 → F  ולכן על פי הנאותות⊬ p0  ו⊬ p0 → F. 

 :קבוצה עקבית אם Yתהי  –בבית 

,βלכל  γ מתקיים: 

Y ⊢ β → F or Y ⊢ γ ⟺ Y ⊢ β → γ 

 .עקבית מקסימאלית Yאז 

 

 הוכחה

 :כיוון ראשון

Yנניח  ⊢ β → γ  ונראהY ⊢ γ  אוY ⊢ β → F. 

 נניח בשלילה ש

Y ⊬ β → F and Y ⊬ γ 

 :עקבית מקסימאלית נובע כי Yהיות ש 

Y ⊢ β and Y ⊢ γ → F 

1. Y ⊢ β → γ 

2. Y ⊢ β 

3. Y ⊢ γ → F 

Yנקבל  2ו  1על  MPי "ע ⊢ γ. 

Yנקבל  3עם  MPי "ע ⊢ F בסתירה לעקביות. 

 

 :כיוון שני

Yנניח  ⊢ β → F  אוY ⊢ γ  ונראהY ⊢ β → γ. 

Yאם  .1 ⊢ β → F  ראינו β, β → F ⊢ γ. 

 הדדוקציהעל פי 

 β → F ⊢ β → γ 

 שוב על פי הדדוקציה

⊢  β → F → (β → γ) 

 לפי המונוטוניות

Y ⊢  β → F →  β → γ  

 MPעל ידי 

Y ⊢ β → F  

 ולכן

Y ⊢ β → γ 
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Yאם  .2 ⊢ γ  נראהY ⊢ β → γ. 

 1אקסיומה 

Y ⊢ γ →  β → γ  

 נקבל MPי "ע

Y ⊢  β → γ  

 

 ספיקות של קבוצות עקביות מקסימאליות

 .קבוצה ספיקה Yאז , קבוצה עקבית מקסימאלית Y :למה

 :באופן הבא zנגדיר השמה  :הוכחה

 iלכל 

Y ⊢ pi ⟺ z pi = 1  

z: ל"צ ⊨ Y  כלומר לכלα  אםα ∈ Y  אזz ⊨ α. 

 :נוכיח טענה חזקה יותר

 :αלכל פסוק 

Y ⊢ α ⟺ z ⊨ α 

 ?למה זה מספיק

αלכל פסוק  ∈ Y  מתקייםY ⊢ α  ולכן לפי הטענה החזקהz ⊨ α. 

,→טענת העזר עוסקת במערכת ההוכחה ולכן יש להוכיח אותה רק עבור פסוקים  F. 

,→הוכחה באינדוקציה על מבנה הפסוקים ב  F. 

Y: תכונה ⊢ α ⟺ z ⊨ α. 

  :בסיס

1. α = F 

Y ⊬ F-  Y עקבית. 

z ⊭ F-  F סתירה. 

2. α = pi-  פסוק אטומי. 

= z piלפי ההגדרה  1 ⟺ Y ⊢ pi  וצד שמאל שקול לz ⊨ pi. 

 :צעד

,βנניח נכונות עבור : הנחת האינדוקציה γ  ונוכיח עבורα =  β → γ . 

 :כיוון ראשון

Yנניח  ⊢ β ⟺ z ⊨ β 

Yוגם  ⊢ γ ⟺ z ⊨ γ 

 נוכיח

Y ⊢ α ⟺ z ⊨ α 

(z ⊨ β → γ)  אז לפיTT→  מתקייםz ⊭ β  אוz ⊨ γ 

Tלכן לפי הנחת האינדוקציה  ⊬ β  אוT ⊢ γ. 

Yעקבית מקסימאלית  Yלכן  ⊢ β → F  אוY ⊢ γ. 

Yלכן לפי טענת העזר  ⊢ β → γ. 

 :כיוון שני

Y ⊢ α, Y ⊢ β → γ 

Yלפי טענת העזר  ⊢ β → F  אוY ⊢ γ. 

Yעקבית נובע כי  Yהיות ש  ⊬ β  אוY ⊢ γ. 

zלפי הנחת האינדוקציה  ⊭ β  אוz ⊨ γ. 

zנובע כי  →TTלפי  ⊨ β → γ. 

 

zוהראינו ש  zבנינו השמה  Yבהינתן עקבית מקסימלית , כלומר ⊨ Y. 

 .קבוצה ספיקה Xקבוצה עקבית אז  Xאם  משפט

Xראינו שקיימת קבוצה עקבית מקסימאלית כך ש . קבוצה עקבית Xתהי  הוכחה ⊆ Y. 

αשלכל  zקיימת השמה , ספיקה Yראינו ש  ∈ Y  מתקיים כיz ⊨ α. 

zלכן . Xמספקת את כל פסוקי  z, בפרט ⊨ X  ולכןX ספיקה. 
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 :הגענו למצב הבא

 סמנטיקה סינטקס
⊢ α 

 
⊨ α 

Σ ⊢ α 
 

Σ ⊨ α 

Σ עקבית 
 

Σ ספיקה 

 :שני החיצים העליונים מושלמים על ידי

 :השלמות משפט

Σאם  αאזי לכל פסוק , קבוצת פסוקים Σתהי  ⊨ α  אזΣ ⊢ α. 

 הוכחה

Σ ⊨ α  לכןΣ ∪  ¬α  לא ספיקה. 

Σלכן  ∪  α → F  לא ספיקה. 

Σראינו שכל עקבית היא ספיקה ולכן  ∪  α → F  לא עקבית. 

Σלכן  ∪ {α → F} ⊢ F לפי הגדרה. 

 :לפי הדדוקציה

Σ ⊢  α → F → F 

 3לפי אקסיומה 

Σ ⊢   α → F → F → α 

 נקבל MPלפי 

Σ ⊢ α 

 :מסקנה

 הקומפקטיות משפט

 .קבוצת פסוקים Xתהי 

X  כל תת קבוצה סופית של  ⟺ספיקהX ספיקה. 

 :נובע מ

X  כל תת קבוצה של  ⟺עקביתX עקבית. 

 

 צביעה של גרפים –דוגמא לשימוש 

Gנתון  = (V, E) 

E ⊆ V × V – הקשתות 

V-  לא בהכרח סופית. 

אם ניתן לצבוע את צמתי הגרף בשני צבעים כך , ניתן לצביעה חוקית בשני צבעים Gנאמר ש 

 (.שני הקצוות באותו צבע) תשלא תהיה קשת מונוכרומאטי

 .צביע-2 נקרא

Gיהי : טענה =  V, E  גרף. 

G  כל תת גרף סופי של  ⟺ניתן לצביעה חוקית בשני צבעיםG ניתן לצביעה חוקית בשני צבעים. 

 

 .רוצים לתרגם את הבעיה לפסוקים

 (Gשתלויה בגרף ) XGלמצוא קבוצה 

G  צביע -2הוא גרף⟺ XG ספיקה. 

 :הבניה

 הפסוקים האטומים –צמתי הגרף 

 ערכי האמת של ההשמה –הצביעה 

,u לכל קשת בגרף  v   נרשום פסוקα u,v   שיאמר ש u, v   תמונוכרומאטיאינה קשת. 

α u,v = pi ⊕ pv  

 pu ∧ ¬pv ∨  pv ∧ ¬pu  

XG =  α u,v  |  u, v ∈ E  

 .ספיקה XG ⟺צביע -2הוא  G: טענה
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 סקיצה של ההוכחה

G 2-צביע ולכן קיימת צביעה. 

  –נגדיר השמה לפסוקים האטומים 

F – צומת כחול 

T – צומת אדום 

zלפי הבניה  zהשמה  ⊨ XG 

 

XG ספיקה ולכן קיימת השמה מספקת. 

 .מההשמה נבנה צביעה

 Fצמתים שקיבלו  –כחול 

 Tצמתים שקבלו  –אדום 

 

 :נפנה להוכיח

G 2- גרף סופי של -כל תת ⟺צביעG  צביע-2הוא 

 

 הוכחה

 כיוון ראשון ⟸

 Gגרף סופי של -צביע אז אותה צביעה מהווה גם צביעה חוקית של כל תת-G 2אם 

 כיוון שני ⟹

 צביע-G 2צביע ורוצים להראות ש -2הוא  Gגרף סופי של -יודעים שכל תת

 .ספיקה XGראינו שמספיק שנראה ש 

Dקבוצה סופית -לפי הקומפקטיות מספיק שנוכיח שכל תת ⊆ XG היא ספיקה. 

 .XGקבוצה סופית של -תת Dתהי 

 

 .Dאת קבוצת הצמתים המופיעים ב  VDנסמן ב 

VD נסמן ב . קבוצה סופיתGD הגרף של -את תתG  שצמתיו הםVD. 

GD צביע-2גרף סופי ולכן הוא -הוא תת. 

XGDלכן 
 .קבוצה ספיקה 

D ⊆ XGD
 .יקהולכן ספ 

 .ספיקה XGולכן לפי הקומפקטיות 

 

 :באופן כללי

 .αמקיים  Xכל חלק סופי של  ⟺ αמקיים  X: ל"צ

 .מתרגמים את הבעיה לפסוקים .1

 ΣXבונים 

ΣX  ספיקה⟺ X  מקייםα 

 !משתמשים בקומפקטיות בזהירות .2

 

 :גדירות

 ?מה ניתן להביע בתחשיב הפסוקים –השאלה 

 

 .מגדירה את אוסף ההשמות שמספקות אותה Σנאמר שקבוצת פסוקים 

 

 :מסמנים

ASS Σ =  z | z ⊨ Σ  

Mod(Σ)  נקרא קבוצת המודלים שלΣ. 

Σ  מגדירהASS Σ . 

Σ1בבית אם  ⊆ Σ2  אזASS Σ2 ⊆ ASS Σ1 . 
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 .מעניין הכיוון ההפוך

 .Kשמגדירה את  Σהאם קיימת קבוצת פסוקים  Kבהינתן קבוצת השמות 

Kכלומר  = Mod Σ . 

 .גדירה Kנאמר ש  Kשמגדירה את  Σאם קיימת קבוצת פסוקים 

 

 ?האם קיימות קבוצות השמות לא גדירות

Σ → ASS Σ  

 .סתירה שיש קבוצות השמות לא גדירות משיקולינראה 

 ℵ0 –פסוקים 

 2ℵ0 –קבוצות פסוקים 

 2ℵ0 –השמות 

22ℵ0 –קבוצות השמות 
 

 .לכן בהכרח קיימות קבוצות השמות שאינן גדירות

 

י קבוצה סופית של "גדירה ע Kהיא גדירה באופן סופי אם  Kנאמר שקבוצת השמות  הגדרה

 .פסוקים

 דוגמאות

1. K1 = ϕ 

 .גדירה K1נראה ש 

= Mod Σ1כך ש  Σ1צריך למצוא   ϕ . 

 F ,  p0 ∧ ¬p0 ,  F, p0 … 

 .כל קבוצה לא ספיקה

2. K2 כל ההשמות. 

 .גדירה K2נראה ש 

Σ2 = ϕ 

 .גם כל קבוצה של טאוטולוגיות

3. K3 =  zT  

Σ3י "ל שהיא גדירה ע"בבית צ =  pi  | i ∈ ℕ . 

4. K4  קבוצת כל ההשמות הנותנותT לאטום אחד לכל היותר. 

 .גדירה K4נראה ש 

 .Tולכן אין שני אטומים שמקבלים , לאטום אחד לכל היותר Tהשמה נותנת 

 .Fלכן בין כל שני אטומים לפחות אחד מהם מקבל 

piעבור  , pj –  לפחות אחד קבלF. 

 ¬pi ∨ ¬pj  

 נגדיר

Σ4 =  ¬pi ∨ ¬pj  | ∀i ≠ j  

 נראה ש

Mod Σ4 = K4  

z ⊨ Σ4 ⟺ z ∈ K4  

z ⊭ Σ4 ⟺ z ∉ K4 

zאם  ∉ K4  אזz  נותנתT נניח . לפחות לשני אטומים שוניםpk , pl. 

zמכאן  ⊭ ¬pk ∨ ¬pl. 

pk¬מאחר ו  ∨ ¬pl ∈ Σ4  נקבלz ⊭ Σ4. 

zאם  ⊭ Σ4  אז קיים פסוקα ∈ Σ4  כך שz  α = F. 

pk¬מהצורה  αנקבל כי  Σ4מהגדרת  ∨ ¬pl. 

z ⊭ ¬pk ∨ ¬pl  

= z pkמטבלאות האמת נקבל כי  z pl = T. 

zלכן  ∉ K4. 

 .למספר סופי של אטומים Tקבוצת כל ההשמות שנותנות  Kfinנגדיר  .5
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 .לא גדירה Kfinנראה ש 

 .הקבוצה המגדירה אותה Σגדירה ותהי  Kfinנניח בשלילה ש 

= ASS Σכלומר  Kfin. 

′Σנבחר  =  pi  | i ∈ ℕ  ונוכיח: 

1. Σ ∪ Σ′ לא ספיקה. 

2. Σ ∪ Σ′ ספיקה. 

 .כזו Σולכן לא תיתכן 

Σתספק את  zכדי שהשמה  .1 ∪ Σ′ צריך להתקיים: 

z ⊨ Σ and z ⊨ Σ′ 

z ∈ ASS Σ ∩ ASS(Σ′) 

= ASS Σלפי ההנחה  Kfin. 

= ′ASS Σכמו כן   zT  

∩ ASS Σולכן  ASS Σ′ = ϕ  ולכן לא תיתן השמהz  שמספקת אתΣ ∪ Σ′. 

Dקבוצה -לפי משפט הקומפקטיות מספיק שנראה שכל תת .2 ⊆ Σ ∪ E′ ספיקה. 

Dתהי  ⊆ E ∪ E′ סופית. 

DΣנסמן  = D ∩ Σ  וגםD′ = D ∩ E′. 

D′ , DΣ  סופיות וכמו כןDΣ ∪ D′ = D. 

DΣמחפשים השמה שמספקת את ) ∪ D′  כלומר מספקת גם אתDΣ  וגם אתD′) 

 (כולה Σנאלץ לספק  DΣכדי לספק , Σמאחר ולא ידוע כלום על )

 (′Dומספקת את ( Kfinמ ) Σמחפשים השמה שמספקת את )

D′ ⊆ Σ′ קבוצה סופית של אטומים. 

 :באופן הבא ′zנגדיר 

z′ pi =  
T , pi ∈ D′
F , else

  

′zצריך להראות  ⊨ D. 

′zלצורך כך נראה  ⊨ DΣ  וz′ ⊨ D′  ומכאןz′ ⊨ DΣ ∪ D′ = D. 

z′ ⊨ DΣ :z′  נותנתT  רק לאטומים שמופיעים בD′-   קבוצה סופית ולכןz′ ∈ Kfin. 

′zלכן  ⊨ Σ  ומכאןz′ ⊨ DΣ. 

z′ ⊨ D′. 

αיהי  ∈ D′ נראה ש . פסוקz′ ⊨ α. 

α = pi  לפי ההגדרה שלz′: 

z′ pi = T 

′zולכן  ⊨ pi , ולכןz′ ⊨ D′ 

′zמכאן  ⊨ D′ ∪ DΣ = D. 

Dהראינו שלכל  ⊆ Σ ∪ Σ′  סופית מתקייםD  ספיקה מכאן לפי הקומפקטיותΣ ∪ Σ′ 

 .ספיקה

Kfinשמגדירה את  Σהנחנו בשלילה שקיימת   :כך שמתקיים ′Σבחרנו .  

1. Σ ∪ Σ′  לא ספיקה(D = ASS Σ ∩ ASS Σ′ .) 

2. Σ ∪ Σ′  (.י קומפקטיות"ע)ספיקה 

 .כזו Σומכאן מסיקים שלא תיתכן 

 

 :שלושת התנאים הבאים שקולים משפט

1. K גדירה באופן סופי. 

2. K  גדירה וKc (המשלימה )גדירה. 

3. K  (.י פסוק יחיד"ע) 1גדירה על ידי קבוצה בגודל 

 .הוכחה בתרגולים ותרגילי בית
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 תחשיב היחסים

 

 .תחשיב היחסים הוא אוסף של שפות בעלות מכנה משותף

 :שני סוגי סימנים

I)  משותפים לכל השפות –סימנים לוגיים. 

II) פרמטרים של השפה. 

 

 :סימנים לוגיים

,∨,∧,→קשרים , פסיק, סוגריים  .משתנים, שוויון ∀,∃כמתים , ¬

 :פרמטרים של השפה

,c7אינדקס מספרי  αכאשר  cαמסומנים  –סימני קבועים אישיים  .1 c80. 

 αו ( הערכיות של היחס)מספר הארגומנטים  nכאשר  Rn,αמסומנים ב  –סימני יחס  .2

 .אינדקס מספרי

R2,1, R2,2 

 :כאשר ניתן למשל לסמן

R2,1 = ≤ 

R2,2 = < 

R1 ∘,∘ , R2 ∘,∘  

 אינדקס מספרי αהקלטים ו ' מס nכאשר  Fn,αמסומנים  –סימני פונקציה  .3

F1 ∘,∘ = + 

F2 ∘,∘ =  ∙ 

 .סמני יחס וסימני פונקציה, אוסף סימני קבועים –מילון 

 .הקלטים' כאשר לכל אחד מסימני היחס וסימני הפונקציה ידוע מס

 :דוגמאות

τ =  R1 ∘,∘ , R2 ∘ , F1 ∘,∘,∘ , c0, c1  

 .קבועים 2, יחס חד מקומי, פונקציה תלת מקומי, יחס דו מקומי

 

 .נאמר מילון הוא סופי אם הוא מכיל מספר סופי של סימנים

 .נאמר שמילון הוא יחסי אם אינו מכיל סימני פונקציה

 

 :אוסף המילים בשפה הגדרה

 .נושאים לשיחה –שפה טבעית 

 .בונים עליהם משפטים

 .שמות עצם –נושאים לטענות  –מי  –שלב ראשון 

 .לא נכון/לא ניתן לומר על שם עצם נכון

 .נוסחאות –נגדיר את אוסף הטענות בשפה , בהתבסס על שמות העצם –שלב שני 

 .מילון τיהי 

 הגדרת אוסף שמות העצם

 :הגדרה באינדוקציה

vi משתנים . סימני קבועים מהמילון :בסיס    i ∈ ℕ} 

 .סימני הפונקציה מהמילון, פעולות :צעד

t1שמות עצם  nקיימת פעולה שמקבלת  Fn,αמקומי מהמילון   nלכל סימן פונקציה  ,… , tn 

…,Fn,α(t1ומוציאה  , tn ). 

 

 (.לאל שם עצם קיים עץ יצירה יחיד)קיים משפט קריאה יחידה עבור שמות העצם 

 

 הגדרת אוסף הנוסחאות

 .ההגדרה באינדוקציה

 :בסיס
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  מילה מהצורהRα t1 ,… , tn   כאשרt1 ,… , tn  שמות עצם מעל המילון וRα  סימן יחסn 

 .מקומי במילון

 .נקראות נוסחאות אטומיותהנוסחאות 

  t1 ≈ t2 -   כאשרt1 , t2 שמות עצם במילון. 

 :τדוגמאות מעל 

R1 v1 , v2  

R2 F2 c0, c0, v2 , v3  

 v3 ≈ c0  

 ?מי –שם עצם 

 .לא נכון/טענה נכון –אטומית  נוסחא

 :צעד

I) קשרים מתחשיב הפסוקים. 

α, β  נוסחאות מעל מילוןτ  אז גם α ∧ β  נוסחא , α ∧ β ,  α → β ,  ¬α  נוסחאות. 

II)  כמתים∀,∃ 

 .נוסחא viα∃, נוסחא viα∀אז . משתנה viו  נוסחא αאם 

 :τדוגמאות מעל 

 R1 v1 , v2 → R2 c0 , F1 v3   

∀v3 v1 ≈ v2  

R1 v4, v6  

 .בסדר הקדימויות לכמתים יש קדימות על קשרים

F F …    

R R ∘   

F → F 

R → R 

∀v1F 

∀v3R 

 .קיים משפט קריאה יחידה לאוסף הנוסחאות

 

 סמנטיקה לתחשיב היחסים

 סמנטיקה אינטואיטיבית

 .פירוש לסימנים במילון –צריך 

 .τעבור  Mמגדירים מבנה ( וקבועים, סימני יחס, מכי סימני פונקציה) τבהינתן מילון 

M  מכיל פירוש עבור כל אחד מהסימנים בτ. 

M =  DM , R1
M ,… , Rn

M , F1
M ,… , Fk

M , c0
M ,… , cl

M  

 :לדוגמה

τ =  R1 ∘,∘ , R2 ∘ , F1 ∘ , F2 ∘,∘,∘ , c0, c1  

M1 =  N,≤++ ,מכפלה של שלושה,2 3,8  

M2 = ,⊇,תתי קבוצות של טבעיים  =, isEmpty, X ∪ Y ∪ Z,ϕ,  1   

 ?האם זה מספיק

τ =  R ∘,∘ , F ∘   

M =  ℕ,≤, +2  

?α = R v1 , v2  

,v1תלוי מהם  v2. 

 :zמגדירים השמה 

z:משתנים → 𝔇M  

z:  vi  | i ∈ ℕ → 𝔇M  

 .עבור כל משתנה אומרת לאיזה איבר בתחום היא מתאימה

 .viנתנה ל  zאת הערך ש   z viמסמנים 

 ?האם זה מספיק
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v1 → 3, v2 → 7, v3 → 5, v6 → 8 

? R F v3 , v6  

 .למעשה צריך ערך לכל שמות העצם

 .כך שתתאים אבר בתחום לכל שם עצם zנחריב את ההשמה 

 .tמתאימה לשם העצם  zאת הערך ש   z  tנסמן ב 

z :שמות עצם → 𝔇M  

 .נגדיר כל המבנה של קבוצת שמות העצם

 :בסיס

- t  משתנהt = vi 

z  t = z(t) 

- t  קבועt = cα 

z  t = cα
M  

 .פירוש הקבוע במבנה

 :צעד

Fα t1 ,… , tn  

t1מקומי מהמילון ו  n פונקציהסימן  Fכאשר  ,… , tn שמות עצם מעל המילון. 

z  Fα t1 ,… , tn  = Fα
M z  t1 ,… , z  tn   

 :לא פורמאלי

 .חופשי –משתנה לא תחת השפעת כמת 

 .הנוסחא אומרת משהו רק על המשתנים החופשיים

 .לצורך חישוב ערך אמת משנה הערך של המשתנים החופשיים

 1מסקנה 

,z1אם  z2  שתי השמות שמזדהות על המשתנים החופשיים בα  אזz1  וz2  נותנות אותו ערך אמת ל

α. 

 2מסקנה 

 .אינו תלוי בהשמה αאין משתנים חופשיים אז ערך האמת של  αאם ה 

 

 (.בתחשיב היחסים)ללא משתנים חופשיים נקראת פסוק  נוסחא הגדרה

 ?מה מזכיר

 :אינטגרלים

 ydy
x

0

, xdx
1

0

 

 .חופשי yבצד ימין . xלא משנה ערך ה , הוא קשור xצד ימין 

 

 הגדרה פורמאלית

 .משתנים חופשיים וקשורים

 :αחופשי ב  viמהוא משתנה  α נוסחאנגדיר על המבנה של 

 :בסיס

α אטומית  נוסחא R t1 ,… , tn  . 

vi  חופשי בα  אםvi  מופיע בα. 

 :צעד

 :עבור קשרים

vi  חופשי ב α ∨ β   אם הוא חופשי בα  או חופשי בβ. 

R v1 , v1 ∨ ∀v1R v1, v1  

v1  ביחסR  עם עצמו או שכל האיברים ביחסR עם עצמם. 

 

α ל "כנ ∧ β ,  α → β ,  ¬α . 

 :עבור כמתים

 ?vjα∀חופשי ב  viהאם 
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vi  חופשי בα  וi ≠ j. 

 .כמת פוגע בחופשיות המשתנה עליו שמנו את הכמת

∃v1α באותו אופן. 

∃v1R v1, v1   יש אבר בתחום שביחסR עם עצמו. 

 .אם אינו חופשי –משתנה קשור 

 :דוגמא

∀v1 ∀v2R v1 , v2 → ∀v3R v2 , v3   

 .נחשב עבורה מי הם המשתנים החופשיים

 
 .α נוסחא ו τנתון מילון 

 .ראנו שיש צורך במבנה τמעל 

τ =  R1,… , Rs , F1,… , Fk , c1,… , cl   

M =  𝔇M , R1
M ,… , Rs

M , F1
M ,… , Fk

M , c1
M ,… , cl

M  

𝔇M-  התחום. 

Ri
M-   הפרוש שלRi  במבנהM. 

Ri  סימון יחסn מקומי. 

Ri
M ⊆ 𝔇M × …× 𝔇M         

n times

 

 .Riהמקיימות את  𝔇Mיות הסדורות של אברים מ -nאוסף ה 

 :דוגמא

𝔇M = ℝ 

R1
M =   x, y  | x < 𝑦  

𝔇M = ℤ 

R1
M =   x, y  | x ≡ y mod 3  

Fi
M-   הפרוש של סימן הפונקציהFi  במבנהM. 

Fi  סימן פונקציהn מקומי: 

Fi
M ⊆ 𝔇M × …× 𝔇M         

n times

→ 𝔇M  

 .הפונקציות מוגדרות על כל התחום

 :דוגמא

𝔇M-  תת קבוצות של הטבעיים. 

FM x, y = X ∪ Y 

cα
M-   הפרוש של סימן קבועcα  במבנהM. 

cα
M ∈ 𝔇M  

 :ראינו שיש צורך בהשמה

z:  vi  | i ∈ ℕ → 𝔇M  

 .לכל שם עצם  zכך שתתאים ערך  zראינו איך להרחיב את ההשמה 

 

 

 

∀𝑣1 

→ 

∀𝑣2 

𝑅 𝑣1 , 𝑣2  

∀𝑣3 

𝑅 𝑣2 , 𝑣3  
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 חישוב ערך האמת

 :ונסמן α נוסחאמספקים  zוהשמה  Mנגדיר מתי מבנה 

M ⊨z α 

 .נוסחאנגדיר באינדוקציה על מבנה ה

 :בסיס

α = R t1 ,… , tn ⟺ M ⊨z R t1 ,… , tn  

 z  t1 ,… , z  tn  ∈ RM  

 (.RMית האיברים שמתקבלת שייכת ל nמסתפק אם )

α =  t1 ≈ t2  

 z  t1 = z  t2  ⟺ M ⊨z  t1 ≈ t2  

 :צעד

 .לפי טבלאות האמת –קשרים 

′Mיודעים לחשב האם  ′zולכל השמה  ′Mנניח שלכל מבנה : כמתים ⊨z′ α. 

Mנרצה לשאול האם  ⊨z ∀viα? 

 (.αולבדוק את  viלשים אותם ב , נרצה כלי שיאפשר לעבור על כל הערכים האפשריים)

∀v1R v1 , v1  

dמשתנה  vi, השמה zתהי . נגדיר השמה מתוקנת ∈ 𝔇M. 

 :מגדירים השמה חדשה

z vi ← d  vj =  
d , j = i

z vj , j ≠ i
  

 v0 v1 v2 v3 … 

z 3 5 8 6 … 

z v1 ← 4  3 4 8 6 … 

 

∀d ∈ 𝔇M : M ⊨z vi←d α ⟺ M ⊨z ∀viα 

∃d ∈ 𝔇M : M ⊨z vi←d α ⟺ M ⊨z ∃viα 

∃v1R(v1, v2) 

,R dיקיים  v1יש אבר בתחום שאם נשים אותו ב  v2 . 

 

τ =  R2,0, F1,0, F2,0  

α = ∃v1R2,0  R1,0 v1 , F2,0 v1, v2   

M =  ℕ, <, +2, +  

z v0 − 3 v1 − 2 v2 − 5 v3 − 6… 

M ⊨z α ⟺ M ⊨z ∃v1R 2,0  F1,0 v1 , F 2,0  v1, v2  ⟺ 

dקיים  ∈ 𝔇M כך ש 

M ⊨z′  v1←d R 2,0  F1,0 v1 , F2,0 v1 , v2  ⟺ 

dקיים  ∈ 𝔇M כך ש 

(z′  F1,0 v1 , z′  F2,0 v1, v2   ∈ R2,0
M ⟺ 

dקיים  ∈ 𝔇M כך ש 

 F1,0
M  z′  v1  , F2,0

M  z′  v1 , z′  v2   ∈ R2,0
M ⟺ 

dקיים  ∈ 𝔇M כך ש 

 F1,0
M  d , F2,0

M  d, 5  ∈ R2,0
M ⟺ 

dקיים  ∈ 𝔇M כך ש 

 d + 2, d + 5 ∈ R2,0
M  

dקיים . כן = = z v2מה היה אם . 3  .לא מספק  -1
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 :מונחי יסוד סמנטיים

 Mב  zולכל השמה  τעבור  Mהוא אמת לוגית אם לכל מבנה  τמעל מילון  α נוסחא הגדרה

Mמתקיים  ⊨z α. 

 :דוגמא

τ =  R2,0  

α = ∀v1R2,0 v1 , v2 ∨ ¬∀v1R2,0 v1, v2  

 .כל הצבה של נוסחאות במקום אטומים בטאוטולוגיות פסוקית היא אמת לוגית

 :2דוגמא 

α2 = ∀v1R2,0 v1 , v2  

Mכך ש  zוהשמה  Mצריך למצוא מבנה , לא? אמת לוגית α2האם  ⊭z α2. 

M =  ℕ, <  

z: v2 = 0… 

 :3דוגמא 

τ =  p ∘   

α3 = ∃v1 p v1 → ∀v1p v1   

 .אמת לוגית α3נראה ש 

 .Mהשמה ב  zו  τמבנה עבור   Mיהי 

Mנראה  ⊨z α3. 

 :קיימות שתי אפשרויות

1. M ⊨z ∀v1p v1  (כל הביצים שלמות) 

2. M ⊭z ∀v1p v1  (לא כל הביצים שלמות) 

M ⊨z ∃v1 p v1 → ∀v1p v1  ⟺ 

dקיים  ∈ 𝔇M כך ש 

M ⊨z v1←d p v1 → ∀v1p v1  

1. M ⊨z ∀v1p v1  

v1 משתנה קשור ולכן הערך שלו אינו משפיע על ערך האמת. 

M ⊨z v1←d ∀v1p v1  

 .dלכל ערך של 

 בבית לפי ההגדרות

 dלכן לכל ערך של 

M ⊨z v1←d p v1 → ∀v1p v1  

 .→TTלפי 

dנבחר  = z v1   לכן קייםd ∈ 𝔇M  כך שM ⊨z v1←d p v1 → ∀v1p v1 . 

2. M ⊭z ∀v1p v1 . 

dקיים  ∈ 𝔇M עבורו 

M ⊭z v1←d p v1  

dלכן קיים  ∈ 𝔇M כך ש 

M ⊨z v1←d p v1 → ∀v1p v1  

 לכן →TTלפי 

M ⊨z ∃v1 … 

 :4דוגמא 

τ =  R2,0  

α4 = ∃v1∀v2R2,0 v1, v2 → ∀v2∃v1R2,0 v1, v2  

 .אמת לוגית α4נראה ש 

 .Mהשמה ב  zותהי  τמבנה עבור  Mיהי 

Mנראה שאם  ⊨z ∃v1∀v2R v1, v2   אזM ⊨z ∀v2∃v1R v1, v2 . 

M ⊨z ∃v1∀v2R(v1 , v2) 

d1לכן קיים  ∈ 𝔇M  כך שלכלd2𝔇
M  מתקיים d1, d2 ∈ RM. 
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 :ל"צ

d3לכל  ∈ 𝔇M  קייםd4 ∈ 𝔇M  כך ש d4, d3 ∈ RM. 

d4ראינו שתמיד ניתן לבחור  = d1  לכן לכלd3 ∈ 𝔇M  ניתן למצואd1 = d4 ∈ 𝔇M כך ש 

 d1 , d3 ∈ RM  

 

 :5דוגמא 

α5 = ∀v2∃v1R v1, v2 → ∃v1∀v2R v1 , v2  

 .בבית להוכיח לא אמת לוגית

 

 מתקיים Mב  zולכל השמה  τעבור  Mהיא סתירה אם לכל מבנה  τמעל מילון  α נוסחא הגדרה

M ⊭z α 

 

 כך ש Mב  zוקיימת השמה  τעבור  Mהיא ספיקה אם קיים מבנה  τמעל מילון  α נוסחא הגדרה

M ⊨z α 

Mונסמן  α נוסחאמספק את  Mנאמר שמבנה  ⊨ α , אם לכל השמהz  בM  מתקייםM ⊨z α. 

 

M ⊭ α  ? קיימת השמהz  בM  כך שM ⊭z α. 

⊨ α – α אמת לוגית. 

αאם לכל נוסחא , Σמספקים קבוצת נוסחאות  zוהשמה  Mנאמר שמבנה  ∈ Σ :M ⊨z α .נסמן: 

M ⊨z Σ 

αונסמן  β נוסחאגוררת לוגית  α נוסחאנאמר ש ⊨ β  אם לכל מבנהM  ולכל השמהz  בM  אם

M ⊨z α  אזM ⊨z β. 

Σמרחיבים  ⊨ α. 

 :בבית

∀v1 α → β ⊨ ∀v1α → ∀v1β 

⊨ ρ → ξ ⟺ ρ ⊨ ξ 

ρ סתירה ⟺ ¬ρ אמת לוגית 

 

ולכל  τעבור  Mהן שקולות לוגית אם לכל מבנה  τמעל מילון  βו  αנאמר שנוסחאות  הגדרה

 :Mב  zהשמה 

M ⊨z β ⟺ M ⊨z α 

 נראה: דוגמא

∀viα ≡ ¬∃vi¬α 

M ⊨z ∀viα ⟺ ∀d ∈ 𝔇M : M ⊨z vi←d α 

 

 PNF –צורות נורמאליות 

 .כמתים, חסרות, נוסחאות –  αF τמגדירים קבוצות  – Iשלב 

 .נוסחאות אטומית: בסיס

 .קשרים: סגור

 PNFמגדירים  – IIשלב 

 . αF τ: בסיס

 .כמתים: סגור

 :PNFה  משפט

 :כך ש ′αשקולה  נוסחאקיימת  α נוסחאלכל 

1. α′  מצורתPNF. 

 .אותם משתנים חופשיים ′αול  αל  .2

 .αלינארי באורך של  ′αהאורך של  .3
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 :גדירות של יחסים במבנה

τ =  F2,0, F2,1  

M =  ℕ, +,∙  

α< v1 , v2 = ∃v3 F2,0 v1, v3 ≈ v2  

αdiv  v1 , v2 = ∃v3 F2,1 v1, v3 ≈ v2  

α0 v1 = ∀v2 F2,0 v1, v2 ≈ v2  

α1 v1 = ∀ F2,1 v1 , v2 ≈ v2  

αprime  v1 = ∀v2(αdiv  v2, v1 →   v1 ≈ v2 ∨ α1 v2   

 v1עם משתנה חופשי  נוסחאהצגנו 

M ⊨z αprime  v1 ⟺ z v1 ∈  n | n ראשוני  

 (.שקול להוספה של יחס חד מקומי)למעשה הגדרנו את קבוצת הראשוניים 

 

 נוסחאמגדירים עבור . Mומבנה  τבהינתן מילון , באופן כללי

ρ vi1
,… , vin

  

(n משתנים חופשיים ) אתρ(M). 

 .ρשמספקות את  𝔇Mיות מ -nקבוצת ה 

ρ M =

 
 
 

 
 

  α1 ,… ,αn ∈ 𝔇M × …× 𝔇M         
n פעמים

   

לכל השמה

z כך ש

z vi1
 = a1,… , z vin

 = αn

M ⊨z ρ מתקיים  
 
 

 
 

 

 באופן שקול

M ⊨z ρ ⟺  z vi1
 ,… , z vn  ∈ ρ M  

Xיות nבהינתן קבוצת  ⊆ 𝔇M × …× 𝔇M  נאמר שρ  מגדירה אתX  אםρ M = X. 

 

X  גדירה אם קיימתρ שמגדירה אותה. 

 בדוגמא ראינו

 0 ,  1 ,  n | n is prime ,   n, m  | n < 𝑚 ,   n, m | n|m  

 .גדירות

 :דוגמא

τ =  c0, c1, F2,0, F2,1, R2,0  

M =  ℕ, 0,1, +,∙,≤  

 :נרצה להגדיר

X =   n, m  | n = m2   

α v1 , v2 =  F2,1 v2, v2 ≈ v1  

 

 גדירות של קבוצות מבנים

ρ  מעל מילוןτ-   מי המבנים וההשמות שמספקיםρ. 

 .נשאל האם מבנה מספק –פסוק  ρעבור 

 נגדיר, ρבהינתן פסוק 

Mod ρ =  M | M ⊨ ρ  

 .ρאוסף המבנים המספקים 

 נגדיר Σעבור קבוצת פסוקים 

Mod Σ =  M | M ⊨ Σ  

 . Mod Σמגדירה את  Σנאמר ש 

 .תעניין בכיוון ההפוךנגם כאן 

שמגדירה  τמעל  Σאם קיימת קבוצת פסוקים , גדירה Kנאמר ש , τעבור  Kבהינתן קבוצת מבנים 

 .Kאת 
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 .אין מבנים ריקים –הנחה 

 .מילון ריק –( רק שיוויון) Lשפה ריקה : 1דוגמא 

𝛴1 =  ∃𝑣1∃𝑣2¬ 𝑣1 ≈ 𝑣2   

 ? 𝑀𝑜𝑑 𝛴1מהו 

𝑀𝑜𝑑 𝛴1 =  𝑀 | |𝔇𝑀| ≥ 2  

 :דוגמא

𝐾2 =  𝑀 |  𝔇𝑀 = 1  

 .כל המבנים בהם יש איבר אחד בתחום

𝛴2 =  ∀𝑣1∀𝑣2 𝑣1 ≈ 𝑣2   

¬¬∃𝑣1¬¬∃𝑣2¬ 𝑣1 ≈ 𝑣2  

 .𝐾2מגדירה את  𝛴2נראה ש 

𝑀ל "צ ∈ 𝐾2 ⟺ 𝑀 ⊨ 𝛴2. 

𝑀 ⊨ 𝛴2 ⟺ 𝑀 ⊨ ∀𝑣1∀𝑣2 𝑣1 ≈ 𝑣2 ⟺ ∀𝑑1 ∈ 𝔇𝑀 ,∀𝑑2 ∈ 𝔇𝑀 :  𝑑1 = 𝑑2 ⟺ 

= 𝔇𝑀 יש איבר אחד בלבד  𝔇𝑀ב  1 

 

 :3דוגמא 

τ =  𝑅2,0  

𝛴3 = {∀𝑣1∀𝑣2  𝑅2,0 𝑣1 , 𝑣2 → 𝑅2,0 𝑣2 , 𝑣1   

 ? 𝑀𝑜𝑑 𝛴3מהו 

𝑀𝑜𝑑 𝛴3 =  𝑀 | 𝑅2,0
𝑀   הוא יחס סימטרי 

 חזרה למילון ריק: 4דוגמא 

𝐾𝑖𝑛𝑓 =  𝑀 | 𝔇𝑀   אינסופי 

 .גדירה 𝐾𝑖𝑛𝑓נראה ש 

𝛼2 = ∃𝑣1∃𝑣2¬ 𝑣1 ≈ 𝑣2  

 איברים בתחום 2לפחות 

𝛼3 = ∃𝑣1∃𝑣2∃𝑣3¬ 𝑣1 ≈ 𝑣2 ∧ ¬ 𝑣1 ≈ 3  ∧ ¬ 𝑣2 ≈ 𝑣3  

 .איברים שונים בתחום 3קיימים לפחות 

𝛼𝑛 = ∃𝑣1 …∃𝑣𝑛 ∧𝑖≠𝑗 ¬(𝑣𝑖 ≈ 𝑣𝑗 ) 

 .איברים שונים בתחום 𝑛קיימים לפחות 

 

 נגדיר

𝛴𝑖𝑛𝑓 =  𝛼𝑛  | ≥ 2  

 .𝐾𝑖𝑛𝑓מגדירה את  𝛴𝑖𝑛𝑓נראה ש 

𝑀 ∈ 𝐾𝑖𝑛𝑓 ⟺ 𝑀 ⊨ 𝛴𝑖𝑛𝑓  

𝑀 ∈ 𝐾𝑖𝑛𝑓  ונראה𝑀 ⊨ 𝛴𝑖𝑛𝑓. 

𝛼יהי  ∈ 𝛴𝑖𝑛𝑓 ,𝛼  היא מהצורה𝛼𝑛  עבור𝑛 כלשהו. 

𝛼𝑛 אם בתחום לפחות  קמסתפ𝑛  איברים שונים ומאחר ו𝑀 ∈ 𝐾𝑖𝑛𝑓  התחום של𝑀 אינסופי. 

≤ 𝔇𝑀 ולכן בהכרח  𝑛. 

𝑀ולכן  ⊨ 𝛼𝑛. 

𝛼ונכאן שלכל פסוק  ∈ 𝛴𝑖𝑛𝑓  מתקיים𝑀 ⊨ 𝛼  ומכאן𝑀 ⊨ 𝛴𝑖𝑛𝑓. 

𝑀 ∉ 𝐾𝑖𝑛𝑓  ונראה𝑀 ⊭ 𝛴𝑖𝑛𝑓. 

𝑀 ∉ 𝐾𝑖𝑛𝑓 ⇒  𝔇𝑀 < ∞ 

= 𝔇𝑀 נניח ש  𝑎. 

𝑀 ⊭ 𝛼 𝑎 + 𝑎 מאחר ולא קיימים   1 +  .איברים שונים בתחום  1

𝛼כלומר קיים פסוק  = 𝛼 𝑎 + 1 ∈ 𝛴𝑖𝑛𝑓. 

𝑀 ⊭ 𝛼 ⇒ 𝑀 ⊭ 𝛴𝑖𝑛𝑓  

 .גדירותנתעניין בקבוצות לא 



 עידו שמיר
2009חורף   

ם כל תת "היא ספיקה אם 𝛴קבוצת נוסחאות . קיים משפט הקומפקטיות לתחשיב היחסים

 .ספיקה 𝛴קבוצה סופית של 

 .𝐾את המשלימה של   𝐾נסמן ב , 𝜏עבור  𝐾וקבוצת מבנים , 𝜏בהינתן מילון 

 :בטענות הבאות שקולות 3, גם בתחשיב היחסים

1. 𝐾  גדירה ו𝐾  גדירה. 

2. 𝐾 בוצה סופיתגדירה על ידי ק. 

3. 𝐾 י פסוק יחיד"גדירה ע. 

 .גדירות של קבוצות-נציג משפט שישמש אותנו להוכחת אי

אינו חסום אם לכל מספר טבעי  𝛴נאמר שגודל התחום במודלים של , 𝛴בהינתן קבוצת פסוקים 

𝑛 ∈ ℕ  קיים ל𝛴  מודל𝑀  כך ש 𝔇𝑀 ≥ 𝑛. 

 

מודל עם  𝛴קיים ל , אינו חסום 𝛴אם גודל התחום במדולים של , קבוצת פסוקים 𝛴תהי  משפט

 .תחום אינסופי

 שימוש במשפט

 נראה שהקבוצה

𝐾𝑓𝑖𝑛 =  𝑀 | 𝔇𝑀   סופי 

 .לא גדירה

 :הוכחה המשתמשת במשפט

 .שמגדירה אותה 𝛴היא גדירה ולכן קיימת  𝐾𝑓𝑖𝑛נניח בשלילה ש 

𝑀𝑜𝑑 𝛴 = 𝐾𝑓𝑖𝑛  

 .אינו חסום 𝛴ולכן גודל התחום במודלים עבור , אינו חסום 𝐾𝑓𝑖𝑛גודל התחום במבנים ב 

𝑀. עם תחום אינסופי 𝑀מודל  𝛴קיים ל , על פי המשפט ∉ 𝐾𝑓𝑖𝑛  בסתירה לכך ש𝛴  מגדירה את

𝐾𝑓𝑖𝑛. 

 

 :הוכחת המשפט

 .מבנה עם תחום אינסופי 𝛴רוצים להראות שקיים ל 

זה שקול להוכיח שקיים מודל , מגדירה את אוסף המבנים עם תחום אינסופי 𝛴𝑖𝑛𝑓מאחר וראינו ש 

𝛴ל  ∪ 𝛴𝑖𝑛𝑓. 

מגדירה את אוסף המבנים  𝛴𝑖𝑛𝑓עדיין , מכיל סימנים נוספים 𝛴גם אם המילון שמעליו נבנתה )

 (.האינסופיים במילון

𝐷קבוצה סופית -פ משפט הקומפקטיות מספיק שנראה שכל תת"ע ⊆ 𝛴 ∪ 𝛴𝑖𝑛𝑓 היא ספיקה. 

𝐷תהי  ⊆ 𝛴 ∪ 𝛴𝑖𝑛𝑓  נסמן𝐷𝛴 = 𝐷 ∩ 𝛴  וגם𝐷𝑖𝑛𝑓 = 𝐷 ∩ 𝛴𝑖𝑛𝑓. 

𝐷מתקיים כי  = 𝐷𝛴 ∪ 𝐷𝑖𝑛𝑓. 

למעט העובדה ש ) 𝐷𝛴מאחר ולא ידוע כלום על , 𝐷𝑖𝑛𝑓ואת  𝐷𝛴מחפשים מבנה שיספק את 

𝐷𝛴 ⊆ 𝛴) , נאלץ לספק את כל𝛴. 

 .𝐷𝑖𝑛𝑓ואת  𝛴מחפשים מבנה שמספק את , למעשה

𝐷𝑖𝑛𝑓  קבוצה סופית של𝛼𝑛-ים. 

 :נסמן

𝑚 = 𝑚𝑎𝑥
𝛼𝑛∈𝐷𝑖𝑛𝑓

 𝑛  

𝐷𝑖𝑛𝑓אם  = 𝜙  אז נגדירm = 2. 

 .𝑚בגודל לפחות  𝛴מחפשים מבנה עבור 

 .𝑚עם גודל תחום לפחות  𝛴ולכן קיים מודל עבור . אינו חסום 𝛴נתון שגודל התחום במודלים של 

 𝑚מאחר ויש בו לפחות  𝐷𝑖𝑛𝑓ומספק את  𝛴מאחר והוא מודל עבור  𝛴מספק את  𝑀המבנה הזה 

 .איברים

𝑀 ⊨ 𝛴 ⇒ 𝑀 ⊨ 𝐷𝛴 

𝑀כלומר  ⊨ 𝐷𝛴  וגם𝑀 ⊨ 𝐷𝑖𝑛𝑓  ולכן𝑀 ⊨ 𝐷. 

𝛴פ הקומפקטיות "ספיקה ואז ע 𝐷מכאן ש  ∪ 𝛴𝑖𝑛𝑓 ספיקה. 
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 :גרפים

𝜏 =  𝑅𝐸  

 .מקומי-סימן יחס דו 𝑅𝐸כאשר 

𝑀 =  𝔇𝑀 ,𝑅𝐸
𝑀  

𝑅𝐸צמתים ו  𝔇𝑀כאשר 
𝑀 קשתות. 

 :האם ניתן להגדיר

𝐾1 =  𝑀 |  מכוון( חסר לולאות עצמיות)גרף פשוט  M  

𝛴1 =  ∀𝑣1¬𝑅𝐸 𝑣1 , 𝑣1   

 :האם ניתן להגדיר

𝐾2 =  𝑀 | גרף פשוט אינסופי M  

𝛴2 = 𝛴1 ∪ 𝛴𝑖𝑛𝑓  

 :האם ניתן להגדיר

𝐾3 =  𝑀 | גרף פשוט סופי M  

 .𝐾3נראה שלא ניתן להגדיר את 

מודל עם תחום  𝛴הוא לא חסום אז קיים ל  𝛴אם גודל התחום במודלים של  –ראינו משפט 

 .אינסופי

 .𝐾3שמגדירה את  𝛴3נניח בשלילה שקיימת 

 .אינו חסום 𝛴3גודל התחום במודלים עבור 

 (.צמתים 𝑛קיים גרף פשוט וסופי עם לפחות  𝑛כי לכל מספר טבעי )

 .מודל עם תחום אינסופי 𝛴3קיים ל , לכן על פי המשפט

 (.מכילה רק מבנים סופיים 𝐾3מאחר ו ) 𝐾3מגדירה את  𝛴3סתירה לכך ש 

 

 :יחסי שקילות

𝜏 =  𝑅 ∘,∘   

𝑀 =  𝔇𝑀 ,𝑅𝑀  

𝐾𝑒𝑞 =  𝑀 | יחס שקילות 𝑅𝑀  

 .קבוצת הגרפים הסופיים קיימת( י כלל הגזירה"ע)קבוצת כל הגרפים קיימת ולכן , מניחים עולם

𝛼𝑟 = ∀𝑣1𝑅 v1, 𝑣1  

𝛼𝑠 = ∀𝑣1∀𝑣2 𝑅 𝑣1 , 𝑣2 → 𝑅 𝑣2 , 𝑣1   

𝛼𝑡 = ∀𝑣1∀𝑣2∀𝑣3 𝑅 𝑣1 , 𝑣2 ∧ 𝑅 𝑣2 , 𝑣3 → 𝑅 𝑣1 , 𝑣3   

𝛴𝑒𝑞 =  𝛼𝑟 ,𝛼𝑠 ,𝛼𝑡  

𝐾2 =  𝑀 |  איברים 2יחס שקילות ובכל מחלקת שקילות לפחות  𝑅𝑀  

𝛼2  1,2   :למשל, איברים בתחום 2של קודם אמר לפחות ,   1,  ,  2    

 :לכן. איברים 2זה לא אומר שבכל מחלקת שקילות יש לפחות 

𝛼2
′ = ∀𝑣1∃𝑣2 ¬ 𝑣1 ≈ 𝑣2 ∧ 𝑅 𝑣1, 𝑣2   

 :יכולנו גם

𝛼2
′′ = ∀𝑣1∃𝑣2∃𝑣3 ¬ 𝑣2 ≈ 𝑣3 ∧ 𝑅 𝑣1 , 𝑣2 ∧ 𝑅 𝑣1, 𝑣3   

𝛴𝑒𝑞 

שקילות

∪ {𝛼2
′ } 

בכל מחלקה

איברים 2לפחות  

 

𝐾3 =  𝑀 | יחס שקילות ובכל מחלקת שקילות אינסוף איברים 𝑅𝑀  

𝛼𝑛טבעי פסוק  𝑛נבנה לכל  𝐾𝑖𝑛𝑓בדומה לבניה ב )
 𝑛שיאמר שבכל מחלקת שקילות לפחות  ′

 (.איברים

𝛼𝑛
′ = ∀𝑣1∃𝑣2 …∃𝑣𝑛+1  ¬  𝑣𝑖 ≈ 𝑣𝑗         

𝑖≠𝑗≤𝑛+1≥2האיברים שונים

 𝑅 𝑣1 , 𝑣𝑗         

𝑣1 נמצאים עם 

במחלקת השקילות

2≤𝑗≤𝑛+1

 

𝛴𝑒𝑞
𝑖𝑛𝑓

= 𝛴𝑒𝑞 ∪  𝛼𝑛
′  | 𝑛 ≥ 2  

 .𝛴𝑖𝑛𝑓ההוכחה כמו עבור 
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𝐾4 =  𝑀 | יחס שקילות וכל מחלקת שקילות סופית 𝑅𝑀  

 :ניתן להשתמש במשפט לא

𝑀עם תחום אינסופי  𝑀אם יש מבנה  ∉ 𝐾𝑛 ,אבל :𝑀 =  ℕ,… . 

 .לא גדירה 𝐾4נראה ש 

= 𝑀𝑜𝑑 𝛴4שמגירה אותה  𝛴4נניח בשלילה שקיימת  𝐾4. 

 נתבונן בקבוצה

𝛴4 ∪ 𝛴𝑒𝑞
𝑖𝑛𝑓

 

𝛴4נראה ש  ∪ 𝛴𝑒𝑞
𝑖𝑛𝑓

 .כזו 𝛴4לא ספיקה וספיקה ונסיק מכך שלא תיתכן  

𝛴נראה ש  .1 ∪ 𝛴𝑒𝑞
𝑖𝑛𝑓

 .לא ספיקה 

𝑀𝑜𝑑 𝛴𝑒𝑞יודעים 
𝑖𝑛𝑓

 = 𝐾3  ומניחים𝑀𝑜𝑑 𝛴4 = 𝐾4. 

 :כך ש 𝑀אם קיים מבנה 

𝑀 ⊨ 𝛴4 ∪ 𝛴𝑒𝑞
𝑖𝑛𝑓

 

 :אז

𝑀 ∈ 𝑀𝑜𝑑 𝛴4 ∩ 𝑀𝑜𝑑 𝛴𝑒𝑞
𝑖𝑛𝑓

  

𝑚כלומר  ∈ 𝐾3 ∩ 𝐾4. 

𝐾3אבל ידוע ש  ∩ 𝐾4 = 𝜙  בסתירה לקיימו של𝑀 כזה. 

𝛴4נראה ש  .2 ∪ 𝛴𝑒𝑞
𝑖𝑛𝑓

 .ספיקה 

 קבוצה סופית-הקומפקטיות מספיק שנוכיח שכל תת לפי משפט

𝐷 ⊆ 𝛴4𝛴𝑒𝑞
𝑖𝑛𝑓

 

 .ספיקה

𝐷𝛴נגדיר  = 𝐷 ∩ 𝛴  וגם𝐷𝑖𝑛𝑓 = 𝐷 ∩ 𝛴𝑒𝑞
𝑖𝑛𝑓

. 

, 𝐷𝑖𝑛𝑓ואת  𝛴4נספק את  𝐷𝛴מאחר ולא ידוע כלום על , 𝐷𝑖𝑛𝑓ואת  𝐷𝛴 רוצים לספק את )

 (.𝐷𝑖𝑛𝑓שיספק את  𝐾4מחפשים מבנה ב , כלומר

𝐷𝑖𝑛𝑓 ⊆ 𝛴𝑒𝑞
𝑖𝑛𝑓

 

 :נגדיר

𝑏 = 𝑚𝑎𝑥
 𝛼𝑛

′ ∈𝐷𝑖𝑛𝑓

 𝑛  

וכל מחלקת שקילות ( 𝐷𝑖𝑛𝑓)איברים בכל מחלקת שקילות  𝑏נגדיר מבנה עם לפחות 

 (.𝐷𝛴)סופית 

𝑀 =   1,… , 𝑏      
𝔇𝑀

,  1,… , 𝑏 ×  1,… , 𝑏              
𝑅𝑀

  

𝑀נראה ש  ⊨ 𝐷. 

𝑀: הינו יחס שקילות עם מחלקת שקילות אחת סופית 𝑅𝑀היות ש   ∈ 𝐾4. 

𝑀 ⊨ 𝛴4 ⇒ 𝑀 ⊨ 𝐷𝛴 

𝑀נראה  ⊨ 𝐷𝑖𝑛𝑓 : יהי𝛼 ∈ 𝐷𝑖𝑛𝑓 , מתקיים כי𝛼 ∈ 𝛴𝑒𝑞. 

𝑅𝑀  יחס שקילות ולכן𝑀 ⊨ 𝛼 . אחרת𝛼 = 𝛼𝑛
𝑛ו  ′ ≤ 𝑏. 

𝑛איברים מאחר ו  𝑏יש  𝑀בכל מחלקת שקילות ב  ≤ 𝑏  ו𝑀 ⊨ 𝛼𝑛
′. 

𝛼לכן לכל  ∈ 𝐷𝑖𝑛𝑓  מתקיים𝑀 ⊨ 𝛼  ומכאן𝑀 ⊨ 𝐷𝑖𝑛𝑓. 

𝑀ראינו  ⊨ 𝐷𝛴  ו𝑀 ⊨ 𝐷𝑖𝑛𝑓  ולכן𝑀 ⊨ 𝐷. 

𝛴4קבוצה סופית של -ראינו שכל תת ∪ 𝛴𝑒𝑞
𝑖𝑛𝑓

𝛴4𝛴𝑒𝑞פ הקומפקטיות "ספיקה ולכן ע 
𝑖𝑛𝑓

 

 .ספיקה

 

 :הצבות

𝑅 𝑣1 , 𝑣1 ⇒ 𝑅 𝑣8 , 𝑣8  

⇓ 

𝑅 𝐹 𝑣1 ,𝐹 𝑣1   

 .נגדיר הצבות של שמות עצם במקום המשתנים
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 .פונקצית הצבה 𝑆מילון ותהי  𝜏יהי 

𝑆: משתנים →  שמות עצם 

,𝑠𝑢𝑏 𝜌 נוסחאנגדיר מהי ה 𝑆   נוסחאעבור 𝜌. 

 .𝑆אחרי ביצוע הצבה לפי הפונקציה  𝜌שתתקבל מ  נוסחאה

𝑅 𝑣1 , 𝑣3 ∨ 𝑅 𝑣1 ,𝑣2  

𝑆: 𝑣1 → 𝐹 𝑣8  

    𝑣2 → 𝐹 𝑣4  

    𝑣3 → 𝑣5 

𝑅 𝐹 𝑣8 , 𝑣5 ∨ 𝑅 𝐹 𝑣8 ,𝐹 𝑣4   

 :נגדיר באינדוקציה על המבנה של קבוצת הנוסחאות

כ נגדיר באינדוקציה על "מבנה שמות העצם את ההצבה ואחלצורך כך נגדיר באינדוקציה על 

 .נוסחאמבנה ה

𝑠𝑢𝑏(𝑡, 𝑠): 

𝑡 :בסיס = 𝑣1 

𝑠𝑢𝑏 𝑡, 𝑆 = 𝑆 𝑣𝑖  

𝑡 = 𝑐𝛼  

𝑠𝑢𝑏 𝑡, 𝑆 = 𝑐𝛼  

 :סגור

𝑡 = 𝐹 𝑡1,… , 𝑡𝑛  

𝑠𝑢𝑏 𝑡, 𝑆 = 𝐹 𝑠𝑢𝑏 𝑡1, 𝑆 ,… , 𝑠𝑢𝑏 𝑡𝑛 , S   

 

R F v1 , v2  

⇓ 

R  F F v8  , F v4   

 

 :αעבור נוסחא 

 :בסיס

α =  t1 ≈ t2  

sub α, S =  sub t1, S ≈ sub t2 , S   

α = R t1 ,… , tn  

sub α1 , S = R sub t1 , S ,… , sub tn , S   

 :צעד

I) קשרים: 

sub α → β, S = sub α, S → sub(β, S) 

 .באותו האופן ∨,∧,¬

II) כמתים: 

sub ∀viα, S = ∀visub α, S′  

S′ vj =  
j = i ,∀i

j ≠ i S vj 
  

 .מה שמכומת לא מציבים

 .∃באותו אופן עבור 

 


