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  עלינו להשתמש במודל ם נקודתיים אידאליים מאחר ובמציאות אין דוגמי
  : דגימה באינטגרציה ומיצוע באופן הבאאשר תואם את המציאות וזה מודל

  :Zקודתית של פונקציה חדשה והביטוי המתקבל הוא דגימה נ
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  :מערכת הבאהלמעשה התהליך שקול ל
  

  
  

��):  מלבניLPFמסנן (לאחר החלקה F  הוא Z כלומר  �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��1; �[
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   '� כעל מרחק המיצוע של כל דגימה במקום ,)לאבד אינפורמציה (Fאת " לקלקל"מ לא "ע
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1 :עבור הדוגם)  בתדרSINCה
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ˢ˧˴ˤ˧˦ˮˣˣ˵  
עבור כל פיקסל עלינו לקבוע את . ב: לדגום לפיקסלים בדידים ובנוסף. א: מ לייצג תמונה במחשב עלינו"מאחר ויש לנו זכרון סופי ע

  .ייצוגו בהינתן מספר הרמות הסופי האפשרי עבור כל פיקסל
    

  
  

                                                     4             3.5             3                 2.5        2                 1.5          1  
  

  : דוגמא
  

  .2-יעבור ל,  לדוגמא2.3, במקרה זה

 רמות החלטה

 רמות ייצוג



   עדי פוקס:י"נכתב ע
˧˪˪˩ ˶ˤ˧˧˦ˮˣˣ˵ ˸˶ˡˠˢ:  

�^ �`
0

�1

�N�N�U
� 

 1+Nרמות החלטה   

�^ �`
1

�1

�N�N�I
� 

 Nצוג רמות יי  

  
  

˸˧˦˶˲ ˞ˬˠˣˡ :ˡ˧˥˞ ˶ˤ˧˧˦ˮˣˣ˵  
  

1: הגדרה 1�N �N �N �N�T �I �I �U �U �&�R�Q�V�W�� ��� �� � ��   . מרווח הקוונטיזציה �

1: ואז מתקיים

2
�N �N

�N

�I �I
�U ����

�  .  

 השגיאה אחידה –מאחר והקוונטייזר אחיד : נחשב את השגיאה
2 2
�T �T

�H�� �d �d  

  .ברור כי תוחלת השגיאה היא אפס

:  הריבועית היאותוחלת השגיאה
2

12
�T�� ��

2 2
2 2

2 2

1
4

�T �T

�T �T

�S �G �G
�T

�H �H �H �H �H
�� ��

� � �³ �³  

ˡ˧ˣ˪ ˯˵ˬ ˶ˤ˧˧˦ˮˣˣ˵) ˢˡ˧˥˞ ˞˪ ˸ˣˠ˶ˡˬ ˸˧˴˵ˮˣ˲ ˢ˷˶ˬ(  
  

��:  נגדיר עיוות כלשהו בקוונטיזציה ��, '�G �X �X > =אי שליליתכ יוגדר כפונקציה"עיוות בד .  

��: העיוות הכולל הוא ���^ �` �� �� �� ��
0

, ' , '
�1�U

�X
�U

�' �( �G �X �X �G �X �X �S �X �G�X� � �³ כלומר מכניסים את העיוות וממשקלים לפי צפיפות ההסתברות 

מ לחשב עבור כל הרמות נפלרק את האינטגרל לסכומים באופן "לכן ע.  לפני הקוונטיזציהˣ˵ˬˢ˶˧˸ התמונה – uשל 

��:הבא �� �� �� �� �� �� ��
0 1

1

, ' ,
�1 �N

�N

�U �U�1

�X �N �X
�N�U �U

�G �X �X �S �X �G�X �G �X �I �S �X �G�X
��

� 

� �¦�³ �³  

�� .ˣˬˬ ˸˧˰ˣ˟˧˶ ˢ˞˧ˠ˷MSE=Mean Square Error˴˰˸ :  מטעמי נוחות נגדיר את העיוות הרצוי,כעת �� �� ��2, ' '�G �X �X �X �X� �� 

�� :ולכן �� �� ��
1

2

1

�N

�N

�U�1

�N �X
�N �U

�' �X �I �S �X �G�X
��

� 

� ���¦   : נדרוש.נגזור אותו העיוות על מנת לקבל מינימום,  מאחר וקל לגזור את העיוות,כעת �³

0
1, ... 1, ... 1�N �N�U �I

�N �1 �N �1

�w �w
� � 

�w �w
� � ��

  .ציםל האילוכונקבל את ).... לייבניץ ושאר ירקות(פיתוח לא ממש מעניין  ... 

1 . ˟ˣ˶˵ˢ ˭˩˷ˢ ˧˞ˮ˸)Nearest Neighbor ( :1

2
�N �N

�N

�I �I
�U ����

�  2 . ˡ˧˞ˣ˶˦ˮ˴ˢ ˧˞ˮ˸")ˡ˟ˣ˩ˢ ˤ˩˶ˬ :("
�� ��

�� ��

1

1

�N

�N

�N

�N

�U

�X
�U

�N �U

�X
�U

�X �S �X �G�X

�I

�S �X �G�X

��

��

� 
�³

�³

  

  

ˢˮˣˬ˸ ˶ˣ˟˰ ˸˧˰ˣ˟˧˶ˢ ˢ˞˧ˠ˷ˢ ˸˶ˡˠˢˢˡ˧ˡ˟  :�> �@ �> �@�� ��2
1 1

1 , ,
�0 �1

�P �Q

�0�6�( �I �P �Q �I �P �Q
�0�1 � � 

� ���¦ �¦ ��



   עדי פוקס:י"נכתב ע
 ˶ˤ˧˧˦ˮˣˣ˵ˢ ˸˞˧˴ˬ˪ ˡ˧ˣ˪ ˯˵ˬ ˫˸˧˶ˣˠ˪˞  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
*ˢ˶˰ˢ :האלגוריתם הוא נומרי שמתכנס לMSE -לא הכללי אך יתכן ונתכנס למינימום המקומי ו  
  

ˢˡˣ˵ˮ ˡˣ˰ :כי עיוות שגיאה ריבועיות אינו תמיד ברור   
  : לדוגמא. מדד טוב לטיב התמונה בעין האנושית

  ) .…255,0,255,0(תיראה כמו ) .…0,255,0,255:(תמונה של
  לא משנה הרבה בעין אבל במונחים בגלל שהזזה של פיקסל אחד 

   השגיאה בין שתי התמונות היא מקסימלית בעוד MSEשל עיוות 
  ).למרות שבעין של צופה יש דמיון קטן יותר(שבהשוואה של אחת התמונות לתמונת אפסים השגיאה הריבועית קטנה יותר 

  
   :ˢˮˣ˶˸˲ˣ ˢ˧˴ˤ˧˦ˮˣˣ˵˟ ˫˧˶ˣ˦ˮˣ˵ˢ" ˧heringDit ˰˸ ˟˰˧˧ הדבר מביא אותנו לנושא

  כשמבצעים קוונטיזציה לתמונות יתכן וניתקל 
   שלמים שיקבלו את בתופעה של יצירה איזורים

  בעל אותו" כתמים"ייראו כאיזורים אלה . אותה רמה
  היווצרות (צבע והמעברים ביניהם יראו חדים 

   שיטה להיפטר מתופעת הקונטורים .)"קונטורים"
  וונטיזציה מקדים לתמונה לפני הק רעשהיא הוספת

  . ""Dithering )הרעש ידוע(והסרתו אחריה 
  העליונה בלי רעש,  רמות2-קוונטיזציה ל: בדוגמא

  .dithered – עם הרעש והסרתומקדים והתחתונה 
<� :נשים לב כי רעש טוב הוא �@, ~ ,

2 2
�' �'

�P �Q �8�Q�L�K �ª �º���« �»�¬ �¼
  

  q של שגיאת הקוונטיזציה מסדר גודל הוא Dכש
˞ˬˠˣˡ˸˧˶˲˯ˬ : ˠ˧˰ ˶ˤ˧˧˦ˮˣˣ˵˫˧ˬ˪˷˪ ˪ˣ   

/1 היא qשגיאת הקוונטיזציה  2�rלכן נבחר רעש :  
�> �@ 1 1, ~ ,

2 2
�P �Q �8�Q�L�K �ª �º���« �»�¬ �¼

  

  4  4  4  4  5  5  קוונטיזציה בלי רעש
  4.2  4.2  4.3  4.4  4.5  4.6  תמונה מקורית

  4  4  4  5  4  5  קוונטיזציה עם רעש
ˢ˶˰ˢ:ונה ברשת לא נרצה לשלוח לאדם בנוסף את כל תמונת הרעש כי זה  ברור שאם נבצע קוונטיזציה עם רעש ונשלח את התמ

הדרך החסכונית ביותר היא לשמור ) SEED(שמוגרל " פרמטר מזל"י מחשב בהינתן " הפתרון לכך הוא שרעש נוצר ע–יהיה בזבזני 
  . וכך המשתמש בצד השני של הרשת יוכל ליצור את אותו רעש בדיוק ולהסיר אותוSEEDרק את ה

  



   עדי פוקס:י"נכתב ע

�� �� �� ��

�� �� �� �� �� �� �� �� �� ���� ��

2

1 1 2

2 ;0 1

1;0 1

�I �I

�J �J �J �J �I

�3 �[ �[ �[ �) �[ �[

�3 �[ �[ �) �[ �[ �) �[ �[ �7 �[ �) �) �[ �[�� ��

� �� �� �Ÿ � 

� �� �� �Ÿ � �Ÿ � �Ÿ � � 

�� �� �� ��

�� �� �� �� �� �� �� �� �� ���� ��

2

1 1 2

2 ;0 1

1 ;0 5 5 5
5 5

�I �I

�J �J �J �J �I

�3 �[ �[ �[ �) �[ �[

�[
�3 �[ �[ �) �[ �) �[ �[ �7 �[ �) �) �[ �[�� ��

� �� �� �Ÿ � 

� �� �� �Ÿ � �Ÿ � �Ÿ � � 

˧˧˰˟ ˸˟ ˸˶˟˦˴ˬˢ ˢ˞˧ˠ˷ˢ˧˦ˮˣˣ˵˰ ˢˮˣ˶˸˲ˣ  ˢ˧˴ˤ"ˢ˞˧ˠ˷ ˰ˣ˲˰˲ ˧ - Error diffusion  
  

  שלעבור קוונטייזר כללי רגיל אם יתקבל רצף 
  פיקסלים בעלי אותה רמה שאינה אחת מרמות 

  .הייצוג השגיאה של הקוונטייזר תלך ותצטבר
  מערכת השומרת: ˲˰˲ˢ˞˧ˠ˷ ˰ˣפתרון לכך הוא 

  ומוסיפה!) למשל(ון את השגיאה מהפיקסל האחר
  כך לשגיאה תהיה השפעה, אותה לפיקסל הנוכחי

   .ולא תצטבר
  : קוונטייזר לשלמיםדוגמא מספרית

 4.4 4.4 4.4 4.4 4.4 4.4 4.4  אות מקורי
  4  4  4  4  4  4  4  קוונטייזר כללי

  0.4  0.4  0.4  0.4  0.4  0.4  0.4  שגיאה
S  4.8  4.4  4  4.6  4.2  4.8  4.4  

  4  5  4  5  4  4  5  קוונטייזר עם פעפוע
  0.4 0.2-  0.2  -0.4  0  0.4 0.2-  שגיאה

  
  
  

ˢˬ˶ˠˣ˦˯˧ˢˣ ˢˡˣ˵ˮ ˸ˣ˪ˣ˰˲) ˡ˟"˸ˣ˧˶˞ˮ˧˪ ˞˪ ˸ˣ˪ˣ˰˲ ˩(  
  

לדוגמא (פיקסל תלויה בפיקסלים אחרים בתמונה אם באופן כללי פעולה על , כלומר" חסרות זיכרון"לות נקודה הינן פעולות פעו
   LookUp Table =LUTי "בפיקסל שעליו היא פועלת ולכן ניתן לייצג פעולה כזו ע ˞˨ ˣ˶˵פעולת נקודה תלויה ) פיקסלים שכנים

  .בהינתן רמת האפור של הפיקסלע "שהיא למעשה נותנת את המוצא באופן חח
  

 ˢˬ˶ˠˣ˦˯˧ˢ ˟ˣ˴˧˰)˶ˣ˲˞ ˸ˣˬ˶(  
  

  כך שנשאף לקבל במוצא את התמונה מונוטונית עולה   LUT טרנספורמציית נחפש
): PDF(נגדיר את פונקציות צפיפויות ההסתברות ? ˢˬT˧    .עם היסטוגרמה אחרת

�� �� �^ �` �� �� �� �� �^ �` �� ��,
�[ �[

�I �I �J �J�) �[ �3 �I �[ �3 �G �) �[ �3 �J �[ �3 �G�W �W �W �W
���f ���f

� �d � � �d � �³ �³  

��: ונפתח �� �^ �` �� �� �� ���^ �` �� ���^ �` �� ���� ���I �J�P�R�Q�R�W�R�Q�L�F�D�O�O�\ �L�Q�F�O�L�Q�L�Q�J
�) �[ �3 �I �[ �3 �7 �I �7 �[ �3 �J �7 �[ �) �7 �[� �d � �d � �d �   

��: לכן �� �� ���� ��1
�J �I�7 �[ �) �) �[���   

˸˥˧˸ˬ˞ˣˢ ˢˬ˶ˠˣ˦˯˧ˢ  ˢ˷˰ˬ˪ ˢˬ˶ˠˣ˦˯˧ˢ ˟ˣ˴˧˰ Tˢ ˶ˣ˟˰ ˧ ˢˬ˶ˠˣ˦˯Pgˢˡ˧˥˞ .   
˞ˬˠˣˡ˸ˣ  :  

  
    

  
  
  
  



   עדי פוקס:י"נכתב ע

0
( )

1
�[ �;

�7 �[
�[ �;

���­
� �®

�t�¯

˞ˬˠˣˡˣ˦˯ˢ ˟ˣ˴˧˰˪ ˢˬ˶ˠˡ˧ˡ˟ˢ ˢ˶˵ˬ˟ )  ˫˰ ˢˮˣˬ˸20˫˧˪˯˵˧˲ ( :˰" ˧LUT ˞ˣˢ ˶ˣ˵ˬˢ ˧˩ ˥˧ˮˮ f ˸˞ ˫˧˴ˣ˶ ˣˮ˥ˮ˞ˣ g 
   של ההסטוגרמה המקוריתPDFנחשב את ה: שלב ראשון

8  7  6  5  4  3  2  1  x 
1  2  3  4  4  3  2  1  h(f) 

20  19  17  14  10  6  3  1  Hf(x) 
   של ההסטוגרמה הרצויהPDFנחשב את ה: שלב שני

8  7  6  5  4  3  2  1  X 
4  3  2  1  1  2  3  4  h(g) 

20  16  13  11  10  9  7  4  Hg(x) 
  

  )נסמן בצבע מה עובר למה( הרצוי  LUTנחשב את ה: ים-PDFבהינתן ה: שלב שלישי
8  7  6  5  4  3  2  1  X 

20  19  17  14  10  6  3  1  Hf(x) 
20  16  13  11  10  9  7  4  Hg(x) 

˭˩˪ ,ˢLUT˨˩ ˢ˞˶˧˧ ˧˲ˣ˯ˢ :  
8  7  6  5  4  3  2  1  X 
8  8  7  6  4  2  1  1  T(x)  

  
˶˰ˢ˸ˣ :1. בניית LUTהסיבה לכך היא הרמות הבדידות .  בעלת הסטוגרמה אחידה להסטוגרמה אחידה לא תמיד ייתן לנו תמונה

  )מעבר חד מרמה לרמה, כ עדינה"חלוקה לא כ(שמאלצות אותנו להקצות רמות החלטה נוקשות 
    
דוגמא של תמונה בעלת מספר איזורים שונים שלכל אחד ,  תיראה טוב יותראלבמקרים מסויימים תמונה בעלת הסטוגרמה אחידה . 2

 במקרים כאלה עלינו לעשות )או התמונה של הסוס הלבן על הרקע השחור מהתרגיל הרטוב, שמיים וחול: דוגמא(מאפיינים משלו 
  .היסטוגרמה בנפרד על איזורים בתמונה

  
ˢ ˸ˣ˪ˣ˰˲˧ ˸ˣ˲˯ˣˮ ˢˬ˶ˠˣ˦˯  

Gamma Correction - ˸ˣ˶˧ˢ˟ ˶ˣ˲˧˷ :   
  

�J':  של הפונקציההפעלה �J�J�  :  
  חשיפה קצרה =  התמונה כהה יותר !�1�Jעבור 

  ) רוב התחום המקורי עובר לתחום צר יותר בטווח הכהה בתמונה החדשה(
  החשיפה ארוכ=  התמונה בהירה יותר ��1�Jעבור 

  ) רוב התחום המקורי עובר לתחום צר יותר בטווח הבהיר בתמונה החדשה(
  

Negative - ˢˮˣˬ˸ˢ ˸ˣˬ˶ ˸˩˧˲ˢ:  
  

   רמות הטרנספורמציה Nבהינתן היסטוגרמה בעלת 
): המתאימה היא )�7 �[ �1 �[� ��  

  
  
  
  

hresholdingT  =˱˯ = ˢ˧˴ˤ˧˶˞ˮ˧˟  
  

   ביטים  לייצג תמונה בכמות פחותה של:המטרה
  בהמשך נראה כי לעיתים , ביט יחיד לפיקסל(

  )יש דרכים חסכוניות אף יותר לייצוג תמונה
  



   עדי פוקס:י"נכתב ע
 ˭ˣ˧˴˥ ˭ˣˮ˧˯ï Median  

  
  י פיקסלים בודדים בעל ערך קיצוני בסביבת התמונה"ע  שמאופיינים להיפטר מרעשים ספציפיים:מטרהה
)Shot noise, Salt & Pepper noise(   

˶˰ˢ˸ˣ :˧˪ ˞˪ ˢ˪ˣ˰˲ˢ˸˧˶˞ˮ :וגמא נגדיתד  
  

 ˸ˣ˲˷ ˶ˬ˷ˬ ˭ˣ˧˴˥ ˭ˮ˯ˬ ˷ˣ˦˷˦˪ ˡˣˠ˧ˮ˟  
  
  
  

  : תוצאות עם אותו מקור2 -דוגמא נגדית , הפעולה לא הפיכה
   
  
  
  

 ˸ˣ˧˯˧˯˟ ˸ˣ˧˟˥˶ˬ ˸ˣ˪ˣ˰˲ïˢ˩˧˯ˬ ˫ˣ˵ˬ˟ ˰ˣ˟˵ˣ ˧˶˞ˮ˧˪ ˭ˣˮ˧˯    
  

<�: הגדרה �@ �> �@ �> �@, , * ,�J �P �Q �I �P �Q �K �P �Q�   h  נקרא"ˢ˧˴ˣ˪ˣ˟ˮˣ˵ˢ ˭˧˰˶ˠ" י הפיכה של " המתאימה לו עסיכההמיתן לקבל את ונ

<�: כלומר, ולמעלה ללמטהשמאל לימין  �@ �> �@, ,�Z �N �O �K �N �O� �� �� .  
˫˧˰ˣˡ˧ ˫˧ˮˮ˯ˬ   

 ˰ˣ˴˧ˬ ˭ˮ˯ˬ)˸ˣ˲˷ ˭ˣˮ˧˯:( �> �@
1 1 1

1, 1 1 1
9

1 1 1
�K �P �Q

�ª �º
�« �»� �« �»
�« �»�¬ �¼

   

 ˢ˩˯ˬI ˪˸ˣ˲˷ ˡˣˡ˧˥ 
1 1 1

1 1 8 1
9

1 1 1

�� �� ���ª �º
�« �»�� ���« �»
�« �»�� �� ���¬ �¼

�> �@ �> �@ �> �@
0 0 0 1 1 1

1, , , 0 1 0 1 1 1
9

0 0 0 1 1 1
�+�3�) �/ �3�)�K �P �Q �P �Q �K �P �Q�G

�ª �º �ª �º
�« �» �« �»� �� � �� � �« �» �« �»
�« �» �« �»�¬ �¼ �¬ �¼

    

  
<� :הגדרת נגזרת אחורית �@ �> �@, , 1�I �P �Q �I �P �Q�� <�: נגזרת קדמית�� �@ �> �@, 1 ,�I �P �Q �I �P �Q�� ��   

 :)כי אנחנו מבליטים תדרים גבוהים, HPFבמישור התדר מדובר ב(  נגזרת כממוצע של השתייםמקובל להגדיר

�> �@ �> �@�� ��1 , 1 , 1
2

�I �P �Q �I �P �Q�� �� �� ˣ ˸˶ˡˠˢ ˭˩˪˸˶ˤˠˮ ˭ˮ˯ˬ ˸˩˧˯ˬ :�> �@ �> �@1 1 0 1
2

�K �Q� ��  

<�: פן נגדיר נגזרת שניהבאותו או �@ �> �@ �> �@
2

2 , 1 2 , , 1�G �I
�I �P �Q �I �P �Q �I �P �Q

�G�[
� �� �� �� ��  

<�: ˬ˯˧˩˸ ˢ˪˲˪˯˧˞˭בכל מימד ונקבל את , מימד לפלסיאן כסכום של שתי הנגזרות הכפולות-ולכן נגדיר בדו �@
0 1 0

, 1 4 1
0 1 0

�K �P �Q
�ª �º
�« �»� ���« �»
�« �»�¬ �¼

   

  : דוגמא גרפית. בעזרתו ניתן לחדד שפותאופרטור הלפלסיאן הוא מסנן לחידוד שינויים

  

 :ˢ˩˯ˬ2˸ˣ˲˷ ˡˣˡ˧˥˪ ïUNSHARP MASK יר לכן נגד
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1 4
0 0

�D

�D �D �D
�D

���ª �º
�« �»�� �� ���« �»
�« �»���¬ �¼

�> �@ �> �@ �> �@2, , ,�+�3�)�I �P �Q �I �P �Q �K �P �Q�D�� �’ �Ÿ �   
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�> �@
�> �@
�> �@
�> �@
�> �@
�> �@
�> �@
�> �@
�> �@

1,11 1 1
1,01 1 0
1, 11 1 1

0, 11 0 1
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1, 11 1 1
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�« �»�« �»
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 ˭ˮ˯ˬROBERTS ) ˸˶ˤˠˮˢ ˨ˣ˶˰˷ ˭ˮ˯ˬ( : מסנן לגילוי שפות
0 0 0

1 1 0 1
2

0 0 0

�ª �º
�« �»���« �»
�« �»�¬ �¼

  

˟ˣ˶˧˵) ˧ˬˣ˵ˬ (˪˷ˢˮˣˬ˸ ˰ "˶ˣ˷˧ˬ ˧  
  

  ם מסביב לנקודה פיקסלי9נאלץ את השוויון הבא לפי תמונה מקומית של 
  :ניתן לפתח את המטריצה באופן הבא, שבה נפתח את המישור

   אילוצים 9 נעלמים ויש 3נשים לב שבגלל שאנחנו מחפשים 
   אנחנו לא יכולים לפתור זאת באופן ישיר

  :כי מטריצת המערכת לא ריבועית
  
  

                             
                  

˭ˣ˶˸˲ˢ: ריבועית מזעור השגיאה ה�^ �`2 2arg min �0 �; �) �H�˜ �� שימוש י "ע �

    :  ונקבל�7�0  כלומר נכפיל את שני האגפים בinverse-pseudo במטריצת

 �� ���7 �7�0 �0 �; �0 �)�˜ ��: והתוצאה היא � �� 1�7 �7�; �0 �0 �0 �)
��

   לאחר פיתוח נקבל  �

)  ˮ˯ˬ PREWIT) ˬ˭ˮ˯ ˸ˣ˶ˤˠˮ˭את 
1 0 1

1 1 0 1
6

1 0 1

���ª �º
�« �»���« �»
�« �»���¬ �¼

  

  , היא שהפיקסלים האלכסוניים משפיעים פחות מהפיקסלים המרכזיים, SOBELכפי שהניח , הנחה נוספת

:  )ˬ˯ˮ˯ˬ SOBEL) ˫˧˧ˡˡ˴ ˫˧˪˯˵˧˲˪ ˶˸˧ ˪ˣ˵˷ˬ ˫˰ ˸ˣ˶ˤˠˮ ˭ˮ˭לכן הוגדר 
1 0 1

1 2 0 2
8

1 0 1

���ª �º
�« �»���« �»
�« �»���¬ �¼

  

 אם נניח – אך הוא חסין יותר לרעש 2חיבור וכפל לעומת  פעולות 6 אמנם דורש SOBEL מסנן ROBERTSבהשוואה למסנן 

��רעש נורמלי מפולג ��20,�1 �V :אזי אם נביט בקטע תמונת הרעש :
1 4 7

2 5 8

3 6 9

�Q �Q �Q

�Q �Q �Q

�Q �Q �Q

�ª �º
�« �»
�« �»
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1: var
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2 2 1 3: var 4 4
8 64 16
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�Q �Q
�5�2�%�(�5�7�6 �3 �3 �(

�Q �Q �Q �Q �Q �Q
�6�2�%�(�/ �3 �3 �(

�V �V

�V �V �V �V �V �V �V

���ª �º�� � � ���« �»�¬ �¼

�� �� �� �� �� ���ª �º�� � � �� �� �� �� �� � �« �»�¬ �¼

יניב , ין הכי חסPREWITמסנן  (SOBELהשגיאה הנובעת מרעש גאוסי קטנה יותר כשמשתמשים במסנן 
2

6
�V.(  

י שינוי "מטרתו היא שיפור ניצול התחום הדימני ע, "מסתגל"עוד מסנן שהודגם בהרצאות הוא מסנן שאינו קבוע במקום אלא 
  : ) ˮ˯ˬWALLIS )Z˪ˣˬ˶ˮ ˫˶ˣˠ˭ נניח שההיסטוגרמה היא בקירוב גאוסית ונגדיר את . התוחלת ומתיחת השונות

 
2 2 2 2

2 22 21
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,
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�V

�§ �· �§ �·�� ��
�� ���¨ �¸ �¨ �¸�¨ �¸ �¨ �¸�� �© �¹ �© �¹

� � 

� �˜  במסנן על כל התמונה כי המסנן ייצא גדול מדי ברור כי לא נשתמש: החשובהערה  ¦�¦� �

  .לכן נתחום את המסנן ונניח הסטוגרמות לוקליות גאוסיות,ובנוסף נצטרך לחשב שונות עבור כל השכנים של כל פיקסל 
˰"˟˷˥˪ ˭˸˧ˮ ˭ˮ˯ˬˢ ˧ ˬ ˸˪˥ˣ˸˸˧ˬˣ˵ :�> �@ �> �@ �> �@, , * ,�,�Q�0 �P �Q �I �P �Q �* �P �Q�V�  ˣ˷ˣ˸˧ˬˣ˵ˬ ˸ˣˮ: �> �@ �> �@ �> �@�� �� �> �@2

, , , * ,�,�Q �L�Q�6 �P �Q �I �P �Q �0 �P �Q �* �P �Q�V� ��  

<�וחלת ושונות מקומיות חדשות ולבסוף אם נרצה להגדיר ת �@ �> �@�� ��, , ,�R�X�W �R�X�W�0 �P �Q �6 �P �Qנשתמש בנוסחאת התקנון :  

�> �@ �> �@ �> �@�� �� �> �@
�> �@

�> �@
,

, , , ,
,

�R�X�W
�Q�H�Z �L�Q �R�X�W

�L�Q

�6 �P �Q
�I �P �Q �I �P �Q �0 �Q �P �0 �P �Q

�6 �P �Q
� �� �˜ ��  



   עדי פוקס:י"נכתב ע
˸ˣˮˣˬ˸ ˶ˣˤ˥˷ˣ ˭ˣˮ˧˯  

  
   : ) השחזור הקלסיתבעיית(נתעניין בבעייה הבאה 

  ע מראש ובנוסףכ נניח שהטשטוש ידו"בד
  כ נניח שידועה צפיפות ההתפלגות של"בד

  ננסה לשחזר את התמונה לפי מדד. הרעש
  .של שגיאה ריבועית ממוצעת מינימלית

  
 
 
 

˞ˬˠˣˡ) ˢ˷˰˶ˢ ˞˪˪(:  י המסנן "תמונה המטושטשת עBLUR) מודל עיוות תמונה הנובע מהמערכת האופטית(  
  רה המתוארת מהצוUnsharp Maskingמערכת י "נרצה לשחזר ע

   ˷˧˷ˬ˶ ˞˸ �D˸˧˶ˣ˵ˬˢ ˢˮˣˬ˸ˢ .1: עלינו למצוא. בציור
2. K˸˧˰ˣ˟˧˶ˢ ˢ˞˧ˠ˷ˢ ˸˞ ˶˰ˤˬ˧˷    

  ):כולל הטשטוש(נפתח ביטוי עבור מטריצת המערכת : פתרון
  

�> �@

10 0 0 0
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                   : מטריצת המערכת היאלכן
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     ��D ˫˧ˮˮ˯ˬˢ ˧ˮ˷˷ ˟˪ ˫˧˷ˮ )˷ˣ˦˷˦ˢˣ ˭˞˧˯˪˲˪ˢ ( ˰˴ˣˬˬˢ ˸˞ ˫˧ˮ˷ˬ ˞˪) ˫˪˵˷ˬ1ˢ˯ "˩(, ˭˩˪ 1�Dמ לקבוע את "ע
: מטריצת השגיאהונחשב את ריבועי אברי  �1�D נניח כי התמרת פורייה של התמונה קבועה נציב Kמ למצוא את "ע

�> �@ �> �@ �> �@, , ,�P �Q �+ �P �Q �P �Q�H �G� ��) ריבועי האיברים ייתנו לנו את ריבוע השגיאה(  
  

.�0.3�R�S�W: האופטימליKאותו נגזור ונמצא את ,  לשגיאהKנקבל לבסוף ביטוי ריבועי ב �  �^ �`2min 164 96 20�. �.�� �� �Ÿ  
  



   עדי פוקס:י"נכתב ע
˰˷ˬ˫˧˧˦˯˧˦˦˯ ˫˧˩˶  

  

 שמקבלת את התמונה de-convolutionנגדיר מערכת שחזור  . אם נחזור לבעיית השחזור הקלאסית של שחזור מטשטוש והרעשה
>�: המורעשת והמטושטשת �+ �; �1� �˜   ;��l" מוצלחת"ועליה להוציא תמונה משוחזרת )  למשלrow-stackנניח סידור  (��

  :  PDFדיר צפיפויות הסתברותנגלשם כך 
1. Prior  ˪˷X  �� ���;�3 זה מבטא מידע מוקדם כלשהו = ההסתברות לקבלת התמונה המקורית מתוך אוסף התמונות האפשרי = ;�

  ")פיל ורוד בחלל"לא סביר להניח שצילמנו (שיש על התמונה 
2.  ˪˷ ˸˧ˮ˸ˣˬ ˸ˣ˶˟˸˯ˢY ˭˸ˮˢ˟ X �� ��| |�< �;�3 �< �;  

3.  ˪˷ ˸˧ˮ˸ˣˬ ˸ˣ˶˟˸˯ˢX ˭˸ˮˢ˟ Y�� ��| |�; �<�3 �; �< =a-posteriori ˪˷ X  
  :אוסף ההגדרות הללו ניתן להגדיר שני משערכיםמ
1 . ˸˧˟˶˧ˬ ˸ˣ˶˧˟˯ ˨˶˰˷ˬ)ikelihood Laximum M(ML : �l �� ���^ �`|arg max |�0�/ �< �;

�;
�; �3 �< �;�    

    את פונקציית צפיפות ההסתברות המותניתבעזרתו  ונבנה ר פרמטר בו בתונשתמש, Xכאשר לא ידוע לנו כלום על 
2 . ˸ˣ˶˧˟˯ ˨˶˰˷ˬ ˸˧˲ˣ˯ ˸˧˟˶˧ˬ )Posteriori- AaximumM( APM: 

�l �� �� �� ���^ �`
�� ��

�� ���^ �`| |arg max | arg max |�0�$�3 �; �< �; �; �<�%�D�\�H�V�; �;
�3 �< �L�V �G�H�W�H�U�P�L�Q�V�W�L�F
�V�L�Q�F�H �< �L�V �.�Q�R�Z�Q

�; �3 �; �3 �< �; �3 �; �<
��

� �    

ביא נכמשתנה אקראי עם פילוג ידוע וX  נתייחס ל,X יש לנו מידע מסויים כלשהו על התמונה המקוריתבמשערך זה נשתמש כש
  .Xלמקסימום את ההסתברות המותנית לקבלת המשתנה האקראי 

  
˸˧˟˶˧ˬ ˸ˣ˶˧˟˯ ˨˶˰˷ˬ ˟ˣ˷˧˥ ML X  

��:  נניח והרעש הוא רעש לבן גאוסי ��
22
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�© ניתן לגזור מתוכו את ההסתברות ,  כעת מאחר ופילוג הרעש ידוע˜� ��¹

ום על הפילוג של התמונה אנחנו משתמשים בה בתור פרמטר מתימטי אנחנו לא יודעים כל, שוב (ˢ X˲˶ˬ˦˶ בהינתן Yהמותנית של 

��:   נעשה באופן הבאחישובה). כי אנחנו יודעים את הטשטוש וההרעשה �� �� ��
�� �� �� ��
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� �˜ ��
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��לכן מאחר והאקספוננט הוא פונקציה מונוטונית אנחנו מחפשים את  �� �� ���^ �` 2
min min

�7
�< �+ �; �< �+ �; �< �+ �;�� �˜ �� �˜ � �� �˜   

  :מ למצוא את המינימום"נגזור ע, )במובן הנורמה הריבועית (Yטוש את הקירוב הטוב ביותר למדידה  שייתן אחרי הטשX, כלומר

�� �� �� �� �� ��2
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  .בועית במקרה הכללי המתאימה לגרעין הטשטוש אינה ריH מאחר והמסכה pseudo-inverseנשים לב כי השתמשנו במטריצת ה
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   הפיכה כדי שנקבל בערך את אותה תוצאה ונאלץ את המטריצה להיות)  קטן2�H(נוסיף הרעשה מינימלית 
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  .כאן אין צורך ברגולריזציה כי היא כבר נוספה באיבר הנגזרות, 
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ˢ˧˰˟ˣ˰˴ˣˢ˷ ˧˲˩ ˫˧˩˶˰˷ˬˢ ˟ˣ˷˧˥ ˧˩˧˪ˢ˸˟ :  לעיתים גם מעבר (הפיכת מטריצות היא פעולה שדורשת כוח חישובי רב ויקר
  י" ניתן לבצע את השחזור בדרך איטרטיבית עמ לפתור את הבעיה"לכן ע) ליכולות המחשוב בימינו

ˢ ˫˸˧˶ˣˠ˪˞escet DteepestS    
  לך לכיוון הירידה החזקה ביותר הו האיטרטיבי)  לווא דווקא עבור בעיית השחזור!כללי (אלגוריתם

  של הביטוי אותו אנחנו רוצים למזער ומחשב את כיוון הירידה 
  :ים לפי הכללX של כך שבאופן כללי אנו בונים סדרה, בכל פעם מחדש
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   :MAPבמקרה של שחזור ,  הוא הביטוי למזעורJ- גודל הצעד ו�P -כש
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˶˟˯ˢ:5 הכי פשוט לזכור שa 6,  מכפיל את הפיקסל הנוכחיa מאחר והסידור הוא – פיקסל אחד מימין וכך הלאה ROW STACK 
פיקסלים של  עלינו לרפד במספר אפסים מתאים כדי לא להכפיך את הMלמטה ובגלל שכל שורה באורה - מכפיל פיקסל משמאלa7ו

  .שאר השורה
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