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  מימד  אותות ומערכות בדו .1
  

  הקדמה .1.1
המבצעות פעולה על , תמונות אלו יהוו קלט למערכות מתאימות. מימדיות שהו פונקציות דו, אנחנו נדבר על תמונות

)פונקציה דו מימדית  ),f x y , פונרקציה דו מימדית אחרת) תמונה(ופולטות ,( ),g x y.  

  

  
  

  לינאריות .1.2
) תיקרא לינארית כאשר מתקיימות שתי התכונות הבאות לכל H מימדית  דומערכת ) ( ), , , ,f x y g x yα:  

): כפל בסקלר .1 ){ } ( ){ }, ,H f x y H f x yα α= 

): אדיטיביות .2 ) ( ){ } ( ){ } ( ){ }, , , ,H f x y g x y H f x y H g x y+ = +  

  
  .הזזה: דוגמא לפונקציה לינארית

  ) .Threshold(פעולת ס- : נקציה לא לינאריתדוגמא לפו
  

 זכרו� .1.3
) באותה נקודה f תלוי רק בער, של gהער, של , )מערכות פעולת נקודה(חסרות זיכרו� במערכת  ),x y.  

  .אנטגרדי, מיצוע: דוגמה למערכות שאינ� חסרות זיכרו�
  

  קביעות במקו� .1.4
  )  Space-Invariant(מערכות קבועות במקו� 

  :כלומר, זוהי מערכת שהיא קומוטטיבית ע� הזזה

( ){ } ( ), ,H f x y g x yα β α β− − = − −  

,לכל  , ,x y α β , לכל( ),f x y.  

  .פעולת הנגזרת: דוגמא למערכת קבועה במקו�
  

כמוב� שהזזה של . מערכת שמאפסת את כל הפיקסלי� מחו. לחלו� קבוע:  במקו�הקבועדוגמא למערכת שאינה 
נית� לחשוב על החלו� (תמונה שעברה במערכת כזו לא תראה כמו התמונה המקורית שעברה באותה המערכת 

 מה שעובד ואנחנו רואי� רק, מבחינתנו הנו- נע,  בנסיעה–כאשר הנו- הוא התמונה , כהתבוננות מתו, מכונית נוסעת
  ).במש, הנסיעה התמונה משתנה. דר, החלו�

  

  תגובה להל� .1.5
)אשר לכל , זוהי פונקציה. נגדיר פונקצית דלתא דו מימדית של דירק, ראשית ),f x yמקיימת , רציפות:  

( ) ( ) ( ), , ,f x y x y dxdy fδ α β α β
∞ ∞

−∞ −∞

− − =∫ ∫  

)ת מימדי ולכ� פונקצית הדלתא הדו, נביט על פונקצית ההל� כתמונה ),x yδ α β−  היא בעצ� פיקסל אחד לב� −

)בנקודה  ),α β ,גבי תמונה שחורה וזאת על.  

  
  :מימד גובה להל� של מערכת לינארית בדות
  

  

H ( ), ; ,h x y α β( ),x yδ α β− −

H ( ),f x y ( ),g x y
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)הפונקציה  ), ; ,h x y α βנית� . ב והנקודה בה פעלה פונקצית הדלתאשה� הנקודה במרח,  תלויה בארבעה משתני�

),  כתמונה להל�hלהסתכל על התגובה להל�  ),h x y כאשר ההל� נית� בנקודה ( ),α β . ה� ההל� יינת� בנקודה

)נאמר , אחרת )2 2,α β ,תוציא לנו כפלט את אותה התמונה המערכת לא בהכרח ( ),h x y.  

  

  אינטגרל הסופרפוזיציה .1.6
)אזי תגובת המערכת ,  היא לינאריתHא� המערכת  ),g x y לקלט ( ),f x yהוא   

( ){ } ( ) ( ) ( ), , , , ; ,H f x y g x y f h x y d dα β α β α β
∞ ∞

−∞ −∞

= = ∫ ∫  

  .סופרפוזיציהזהו אינטגרל ה
  

 )LSI (מערכות לינאריות וקבועות בזמ� .1.7
  

  :אזי מתקיי�, במקרה שמערכת לינארית היא ג� קבועה בזמ�

( ) ( ), ; , ,h x y h x yα β α β= − −  

  . תהיה תמונה שערכיה תלויי� במרחק� מהמקו� בו נית� ההל� התגובה להל�כלומר

  )LTI, תות שמע חד מימדיי�באנלוגיה לאו (Linear Space Invariantמערכות כאלו נקראות 
  

  :אינטרל הסופרפוזיציה ייראה כ,, במקרה זה

( ){ } ( ) ( ) ( ), , , ,H f x y g x y f h x y d dα β α β α β
∞ ∞

−∞ −∞

= = − −∫ ∫  

  .וזהו אינטגרל הקונבולוציה
  

נקודות שונות עוברות טיפול , בפעולה זו). Zoom(פעולת התמקדות : שאינה קבועה במקו�, דוגמא למערכת לינארית
אבל פיקסל בקצה התמונה יכול ,  פיקסל במרכז לא עובר שינוי– לדוגמא .בהתא� למיקומ� בתמונה המקורית, שונה

  .או להשתנות בצורה ניכרת, להעל�
כאשר נכניס הל� תמנוה שנמצא קצת שמאלה , הוא יוזז ימינה, כאשר נכניס הל� תמנוה שנמצא קצת ימינה מהאמצע

  . כל נקודה עוברת טיפול שונה–הוא יוזז שמאלה , מהאמצע
  

  )Separability(פרידות  .1.8
  :מימדית המקיימת פונקציה ספרבילית היא פונקציה דו

( ) ( ) ( )1 2,f x y f x f y= ⋅  

  :מימדיות מימדית היא פונקצית ספרבילית המורכבת ממכפלת שתי פונקציות חלו� חד פונקצית חלו� דו, לדוגמה

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1 2 1 2, , 1 2 1 2,

x x y y
wnd x y wnd x wnd y u x x u x x u y y u y y= ⋅ = − − − − − −  

  .צור לפונקצית חלו� הוא קיwndכאשר כא� 

  
  .ספרבילית, h,  תקרא ספרבילית א� תגובת ההל� שלהHמערכת : הגדרה

  :מתקיי�, במקרה זה

( ) ( ) ( )1 2, ; , ; ;h x y h x h yα β α β= ⋅  

  :אינטגרל הסופרפוזיציה ייראה כ,, במקרה כזה

( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2

2 1

, , , ; , , ; ;

; , ;

H f x y f h x y d d f h x h y d d

h y f h x d d

α β α β α β α β α β α β

β α β α α β

∞ ∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞

= =

 
=  

 

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
  

x

y

10 0

0

0
x

( )
1 2,x xwnd x
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ואז , נית� קוד� לפעול על שורות(כל פע� על משתנה אינטגרציה אחד , נית� לבצע את האינטגרל בשני חלקי�, כלומר
  ).או להפ,, לפעול על עמודות

  

  ותמימדי ת פורייה דווהתמר .1.9
  התמרת פורייה רציפה לאותות רציפי� .1.9.1

  :הגדרת ההתמרה

( ) ( ){ } ( ) ( )2
, , ,

j ux vy
F u v f x y f x y e dxdy

π
∞ ∞

− +

−∞ −∞

= = ∫ ∫F  

  :רה ההפוכהוההתמ

( ) ( ){ } ( ) ( )21, , ,
j ux vy

f x y F u v F u v e dudv
π

∞ ∞
+−

−∞ −∞

= = ∫ ∫F  

נית� לומר שכל תמונה היא לא יותר מאשר , מימדיות  ומזכרו� נוש� עבור התמרות חד, מהגדרת ההתמרה ההפוכה

)סופרפוזיציה של אינסו- תמונות בסיס מהצורה  )2 j ux vy
e

π +
)כאשר לכל תמונה כזו יש משקל ,  ),F u v.  

  

  תגובת התדר .1.9.2

)אשר תגובת ההל� שלה היא , Hתגובת התדר של מערכת לינארית וקבועה בזמ�  ),h x yהיא   

( ) ( ){ }, ,H u v h x y= F  

  
  

  תכונות ההתמרה .1.9.3
  ;יחידות •

 ;לינאריות •

 :היפו, צירי� •

( ){ } ( )

( ){ } ( )

, ,

, ,

f x y F u v

f x y F u v

∗ ∗= − −

− − = − −

F

F

 

)לכל אות : תמרה ההספרביליות • ),f x y ,ואז על המימד השני, נית� לבצע אינטגרל על מימד אחד: 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2, , ,
j ux vy jux jvy

F u v f x y e dxdy f x y e dx e dy
π π π

∞ ∞ ∞ ∞
− + − −

−∞ −∞ −∞ −∞

 
= =  

 
∫ ∫ ∫ ∫ 

 )Scaling(מתיחה וכיוו.  •

( ){ } 1
, ,

u v
f ax by F

ab a b

 =  
 

F  

 כלומר –ולכ� התדר של התמונה גדל , אנו מקטיני� את אור, הגל, כאשר מכווצי� תמונה, אינטואיטיבית
 ככל שמכווצי� את –רעיו� זה דומה לעיקרו� אי הוודאות . בתחו� התדר נראה אנרגיות בתדרי� גבוהי� יותר

 . הוא מתפרס על תחו� גדול יותר בתדר, המידע במקו�

 ):אפנו�(הזזה במקו� והזזה בתדר  •

( ){ } ( ) ( )

( ){ } ( ) ( )

0 0

0 0

2

0 0

21

0 0

, ,

, ,

j ux vy

j xu yv

f x x y y e F u v

F u u v v e f x y

π

π

− +

+−

− − =

− − =

F

F 

 משפט הקונבולוציה •

( ) ( ){ } ( ) ( )
( ) ( ){ } ( ) ( )

1 2 1 2

1 2 1 2

, , , ,

, , , ,

f x y f x y F u v F u v

f x y f x y F u v F u v

∗ = ⋅

⋅ = ∗

F

F

  

  .מימדית אשר כא� פעולה הקונבולוציה היא פעולה דוכ  

 משפט פרסבל •

( ) ( )
2 2

, ,f x y dxdy F u v dudv

∞ ∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞ −∞

=∫ ∫ ∫ ∫ 
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  התמרה לאות ספרבילי

  כאשר, כלומר. נית� לבצע התמרה לכל מימד בנפרד, כאשר מבצעי� התמרה לאות ספרבילי

( ) ( ) ( )1 2,f x y f x f y= ⋅  

  אזי

( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ){ } ( ){ }

22 2 2

1 2

2 2 1 1

1 2 1 2

, ,
j ux vyD jux jvy

jux jvy D D

f x y f x y e dxdy f x f y e e dxdy

f x e dx f y e dy f x f y

π π π

π π

∞ ∞ ∞ ∞
− + − −

−∞ −∞ −∞ −∞

∞ ∞
− −

−∞ −∞

= =

= = ⋅

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

F

�F F

 

  

  מימד  לינאריות דיסקרטיות בדואותות ומערכות .1.10
  

]תמונה דו מימדית דיסקרטית תסומ�  ],f m n , כאשר,m n∈�. mהוא אינדקס השורות  ;n הוא אינדקס 

  .העמודות
) תמונות(מימדיי�  אותות דו). סדרות של מספרי�(קטורי� אינסופיי� מימד ראינו כו את האותות הדיסקרטי� בחד

  .ניתני� להתסכלות כמטריצות בגודל אינסופי של מספרי�
  

  מימד דלתא של קרוניקר בדו .1.10.1
  :הגדרה

[ ] [ ] [ ]
1, 0

,
0,

m n
m n m n

else
δ δ δ

= =
= ⋅ = 


  

  
  :התגובה להל� של מערכת לינארית דיסקרטית

  

  
  

  זיציהסכו� הסופרפו .1.11
המוצא הוא סופרפוזיציה , באופ� מקביל לאינטגרל הסופרפוזיציה,  לינאריתHכאשר מדברי� על מערכת דיסקרטית 

  :של התגובה להל� ע� הכניסה

[ ] [ ]{ } [ ] [ ], , , , ; ,g m n H f m n f k r h m n k r
∞ ∞

−∞ −∞

= =∑∑  

]נית� להתסכל על המוצא , )אינטגרל(כמו במקרה הרצי-  ],g m n הסכימה של אברי המטריצה( כעל סכו� f (

]בפלט ) פיקסל(לכל נקודה ). h ההכפלה באברי מטריצה(משוקלל  ],g m n מטריצת משקלי� מתאימה יש.  

  
  מתקיי�, ו� היא ג� מערכת קבועה במקHכאשר 

[ ] [ ], ; , ,h m n k r h m k n r= − −  

  :סכו� הסופרפוזיציה מתנוו� לסכו� הקונבולוציה, כמו במקרה הרצי-, ואז

[ ] [ ]{ } [ ] [ ], , , ,g m n H f m n f k r h m k n r
∞ ∞

−∞ −∞

= = − −∑∑  

  לינארית ספרבילית היא מערכת מהצורה) פעולה(מערכת 

[ ] [ ] [ ]1 2, ; , ; ;h m n k r h m k h n r= ⋅  

  

   לאותות דיסקרטיי�ת פורייהוהתמר .1.12
  

]מימדית דיסקרטית  ורייה של תמונה דוהתמרת פ: הגדרה ],f m n)ההתמרה היא רציפה:(!  

( ) [ ] ( )1 2

1 2, ,
j m n

D

n m

F f m n e
θ θθ θ

∞ ∞
− +

=−∞ =−∞

= ∑ ∑  

  ימדימ ולכ� מספיק להתסכל על התחו� הדו, 2θ וב 1θ ב 2π כאשר ההתמרה היא מחזורית

H [ ], ; ,h m n k r[ ],m k n rδ − −
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[ ] [ ]1 2, ,θ π π θ π π∈ − × ∈ −  

  

]אינסו- איברי (בהתאמה לאינסו- הערכי� שבמקו� , )רציפי�(להתמרת פורייה זו יש כמוב� אינסו- ערכי�  ],f m n.(  

  
במקרה זה כניראה לא צרי, .  עמודותN שורות ו Mתמונה סופית ע� : כעת נסתכל כל תמונה המוגברת בגודלה

Mכי יש רק , אינסו- איברי� במישור התדר כדי לתאר את התמונה N⋅הניתני� כקלט ,  דרגות חופש לתמונה
  .להתמרת הפורייה

  :אנחנו נדגו� את התמרת הפורייה בתדרי� הבאי�

1

2

2
, 0,1,2,..., 1

2
, 0,1, 2,..., 1

k k M
M

r r N
N

π
θ

π
θ

 = = −

 = = −


  

Mבגודל סופי ) מטריצה(יכולי� להתסכל על תמונה אנחנו , כלומר N× ,שג� תהיה , ועל התמרת הפורייה שלה
  .באותו גודל, מטריצה סופית

  :הנה ההגדרה. מימד   בדוDFTזוהי התמרת , למי שעדיי� לא ש� לב

[ ]{ } [ ] [ ]
2

2 , , ,

mk nr
j

M N

n m

D DFT f m n F k r f m n e
π  ∞ ∞ − + 

 

=−∞ =−∞

− = = ∑ ∑  

  
  :וההתמרה ההפוכה

[ ]{ } [ ] [ ]
21

2 , , ,

mk nr
j

M N

k r

D IDFT F k r f m n F k r e
MN

π  ∞ ∞ + 
 

=−∞ =−∞

− = = ∑ ∑  

נית� לומר שכל תמונה היא לא , אנו רואי� כי מהגדרת ההתמרה ההפוכה, בדומה למקרה של התמרת פורייה רציפה

יותר מאשר סופרפוזיציה של אינסו- תמונות בסיס מהצורה 
2

mk nr
j

M Ne
π  + 

 ( )2 j ux vy
e

π +
כאשר לכל תמונה כזו יש משקל , 

[ ],F k r.  

  
  :נשי� לב כי פעולת ההתמרה היא ספרבילית

[ ] [ ]
22

, ,
nrmk

jj
NM

n m

F k r f m n e e
ππ∞ ∞ −−

=−∞ =−∞

 
=  

 
∑ ∑  

  ).שורות( על העמדות DFTואז לעשות התמרת , )עמודות(על השורות ) מימדית  חד (DFTנית� לבצע התמרת , ולכ�

  . היעילFFTמימדיות נית� לבצע בעזרת אלגורית�   החדDFTכמוב� שאת התמרות ה 
  

   ושחזורדגימה .1.13
  

)אנחנו רוצי� לקחת אות רצי-  ),f x y ,,x y∈�)  ל,x yואת האות , )'מטר וכו מילי, כלומר מטר,  יחידות של מקו�

]הרצי- לדגו� כדי לקבל אות בדיד  ],f m n ,,m n∈של שורה ועמודה, נטולי יחידות,  ה� אינדקי��.  

  
  :מימדי נגדיר מסרק הלמי� רצי- דו

( ) ( )comb , ; , ,x y x y

n m

x y D D x mD y nDδ
∞ ∞

=−∞ =−∞

= − −∑ ∑  

  
)נכפיל את האות . זהו סריג אינסופי של פונקציות דלתא ),f x yוזהו תהלי, הדגימה שלנו,  בפונקצית המסרק:  

x

y

xD

y
D
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

[ ] ( )

, , comb , ; , , ,

, ,

, ,

x y x y

n m

x y

n m

x y

n m

f x y f x y x y D D f x y x mD y nD

f x y x mD y nD

f m n x mD y nD

δ

δ

δ

∞ ∞

=−∞ =−∞

∞ ∞

=−∞ =−∞

∞ ∞

=−∞ =−∞

= ⋅ = − −

= − −

= − −

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

�

  

)קיבלנו תמונה רציפה  ),f x y� ,המוכפלות במשקלי� שוני� , שהיא סכו� של פונקציות דלתא[ ],f m n   משקלי� 

  :כלומר. אלו ה� הפונקציה הבדידה

[ ] ( ), ,
x y

f m n f mD nD=  

  
  ):הרצי-(למי� של מסרק הה) הרציפה(התמרת הפורייה 

( ){ } 1 1 1
comb , ; , comb , ; ,x y

x y x y

x y D D u v
D D D D

 
=   

 
F  

)התמרת פורייה של האות הדגו�  ),f x y�:  

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }

( )

, , , comb , ; ,

1 1 1
, comb , ; ,

x y

x y x y

F u v f x y f x y x y D D

F u v u v
D D D D

= = ⋅

 
= ∗   

 

�� F F

  

)כלומר אינסו- שכפולי� של התמרת האות המקורי  ),f x y , מכיוו� , תופעה לא מפתיעה(ג� בתדרי� מאוד גבוהי�

)שכפלנו את  ),f x yוכשיש שינויי� מהירי� כאלו במישור , )דלתות(מה שגורר שינויי� מאוד חדי� ,  במסרק הלמי�

  ).יש תדרי� מאוד גבוהי� במישור התדר, המקו�
  

](שחזור הדגימה הוא לא יותר מאשר הצגת המטריצה  ],f m n  על מס)  המספרי� אות� שמרנו במחשב,.  

  
  

  תופעת ההתחזות .1.13.1
נרצה ,  כדי למנוע תופעה זו.מימדית כמו שראינו בדגימה חד, יכולה להתקיי� ג� כא�) Aliasing(תופעת ההתחזות 

כ, ( בעול� הרצי- )LPF(כלומר נרצה להעבירה דר, מסנ� מעביר נמוכי� , שלתמונה יהיה תמ, סופי במישור התדר

ולכ� , LPFהאופטיקה של המצלמה המצלמת את התמונה מהווה , תבצורה מעשי). שהתמונה לא תהיה חדה לגמרי
  .התמונה המתקבלת היא בעלת תמ, סופי בתדר

, עלינו לדאוג שהמרחק בי� השכפולי�
1

x
D

 ו 
1

yD
כ, שלא תהיה חפיפה בי� , הנוצרי� במישור התדר יהיה מספיק גדול, 

  :יש לעמוד בתנאי נייקויסט,  ה� הערכי� המקסימליי� של התמונה בתדר0v ו 0uא�). פליקותר(השכפולי� 

0

0

1
2

1
2

x

y

u
D

v
D

 >


 >


  

  :שחזור אידיאלי של האות המקורי

( ) ( ) ( ){ }1ˆ , , ,f x y H u v F u v−= ⋅ �F  

  :לוציההפעולה המתאימה היא קונבו, ובמישור המקו�

( ) ( ) ( )ˆ , , ,f x y f x y h x y= ∗�  

)א�  ),H u vאזי תגובת ההל� התמאימה היא, מימדית  היא פונקצית חלו� דו  

( ), sinc ,
x y

x y
h x y

D D

 
=   

 
  

 לא פונקצית –י תצוגה על גבי מס, הוא תצוגה של מלב� אחד לכל פיקסל "כי השחזור ע, כמוב� ששיחזור זה אינו מעשי

sincבפועל , כלומר.  אינסופית( ),h x yמה שמקביל לשחזור ,  הוא מלב�ZOH-Zero Order Holdהמוכר .  
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אלא ג� לדגימה של , נשי� לב שפעולות השחזור והדגימה המדוברות כא� לא רלוונטי רק לתמונות רציפות הנדגמות

1000א� יש לנו תמונה בגודל , לדוגמא. עלת מימדי� יותר קטני�תמונה בדידי קיימת לתמונה ב נוכל להקטי� , ×1000
100ולקבל תמונה חדשה בגודל , י דגימה של כל פיקסל עשירי"אותה ע ג� במקרה זה עלולי� להתקל בתופעת . ×100

  .LPF כלומר להעבירה במסנ� –לפני התהלי, ולכ� יש לטששט את התמונה , )Aliasing(ההתחזות 
100 נית� לשחזר תמונה בגודל –באופ� אנלוגי  1000 לתמונה בגודל ×100 , ישנ� שיטות שונותלבצע זאת. ×1000

 Nearest Neighbour(או אינטרפולצית השכ� הקרוב ) Bilinear Interpolation(לינארית  לדוגמה אינטרפולציה בי

Interpolation.(  
  
  

  דגימה מוכללת .1.13.2
 y ולאור, ציר xכלומר פונקצית המסרק שלנו היתה שכפולי� לאור, ציר , עד עכשיו דגמנו בעזרת סריג מלבני

  .ג כללי יותרינית� לדגו� אות בסר. במרווחי� שווי�

   
  

  .כמו במקרה הפרטי של סריג מלבני, y וב xא, לא באופ� ספרבילי ב , סריג זה עדיי� מחזורי

  : של שני הוקטורי� המגדירי� את הסריגקומבינציה לינאריתנקודות הדגימה ה� , בסריג זה

1, 2,

1 2

1, 2,

,
x x

y y

v v
v v

v v

   
= =   
   

  

  :קואורדיטה של נקודת דגימה מחושבת כ,

[ ] 1, 2,1

1 2

1, 2,2

x x

y y

v vs m m
v v V n

v vs n n

      
= = = ⋅      

      
  

  ניקח , במקרה הפרטי של סריג מלבני

1 2

0
,

0

x

y

D
v v

D

  
= =   
   

  

  :כצפוי, ונקבל שנקודות הדגימה ה�

[ ]1

1 2

2

0

0

x x

y y

D mDs m m
v v

D nDs n n

        
= = =        

        
  

  

1יש לשי� לב שצרי, לקחת את  2,v vולא על המישור, כי אחרת אנחנו נדגו� על קו ישר, )ל"בת( לינארית  בלתי תלויי�.  

1מכיוו� ש  2,v vהרי ש , ל" בתdet 0V ≠.  

  :מסרק ההלמי� הכללי המתאי� לדגימה כללית נרש� בצורה הבאה

( ) ( )comb ;
n

x V x Vnδ= −∑  

)כאשר  ),x x y=דינטה במישוררוא קו ,( ) 2,n n m=  המטריצה המייצגת את Vו ,  וקטור של מספרי� שלמי��∋

  .כפי שראינו קוד�, וקטורי הדגימה
  

  התמרת פורייה של פונקצית מסרק ההלמי� היא

( ){ } ( )1
comb ; comb ;

det

T
x V u V

V

−=F  

) מציי� את −TAכאשר הסימו�  )1
T

A− , כלומר פעולתTranspose על המטריצה ההופכית של A.  

)כלומר ,  הוא וקטור הקואורדינאטות במישור התדרuהסימו� , בנוס- ),u u v=.   

x

y

1v
�

2v
�
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)הפונקציה. נמשי, ונשתמש במסרק הכללי )f x� הדוגמת בעזרת המסרק הכללי את הפונקציה ( )f xהיא :  

( ) ( ) ( )comb ;f x f x x V= ⋅�  

  :במישור התדרו

( ) ( ){ } ( ) ( )1
, , comb ;

det

T
F u v f x F u v u V

V

−= = ∗�� F  

  
  

, כלומר. או חול, צילו� של דשאלדוגמא , )איזוטרופיות(לעיתי� נרצה לדגו� תמונות אשר אי� לה� כיווניות מסויימת 
  :אנו מסתכלי� במישור התדר על התחו� הבא

  
, נקבל שכפולי� של התמ, המעגלי, בדגימה המלבנית הרגילה. Aliasingועדיי� לא לקבל , נרצה לדגו� כמה שפחות

  :משיקי� זה לזה באופ� הבא

  
  :אלא בעזרת סריג משושה, י סריג לא מלבני"וזאת ע, שנית� לצופ- את השכפולי� בתדר יותר ביעילותומסתבר 

  
  

 הוקטור המסומ� מייצג את סכו� .המשמעות במישור המקו� היא פחות דגימות, כאשר התמונה בתדר יותר צפופה
  .הוקטורי� בה� השתמשנו לצור, הדגימה

  
   היחידה של סריג הדגימות מוגדר להיות שטח תא

v

u

( ),F u v′�

v

u

( ),F u v�

v

u

( ),F u v
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1
det

det

T

lattice
S V

V

−= =  

  ולכ� צפיפות הדגימות הינה

1
det

lattice

D V
S

= =  

, כאשר נתו� לנו השטח הסופי של תמ, ההתמרה, נית� ג� להתסכל על נצילות הסריג
support

S:  

det

support support

T
lattice

S S

S V
η

−
= =
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  )Quantization (כימוי .2
  

ערכי� אלו ה� רציפי� מבחינתנו . ער, של פיקסל בתמונה מייצג כמות אור מסויימת שנפלה על הגלאי של המצלמה
ולכ� האנרגיה הפוגעת בגלאי , מכיוו� שלכל פוטו� יש כמות מסויימת של אנרגיה, בעיקרו� ערכי� אלו אינ� רציפי�(

אבל לא נית� לאכס� בזיכרו� , ) כלומר מספר שאינו רצי-–ל הפוטו� כלשהו חייבת להיות כפולה של כמות האנרגיה ש
זוהי פעולת . יש לבצע עיגול של מספרי� ממשיי� למספרי� בדידי�, לכ�. מעשה ידי אד� אינפורמציה רציפה

 8 י"כאשר כל פיקסל מיוצג ע(לב� /נהוג לייצג פיקסלי� בתמונת שחור, למשל.  עיגול למספרי� בדידי�–הקוונטיזציה 
 מייצג בהירות 0כאשר , כאשר כל מספר מייצג רמת בהירות, 255...,0,1,2,3בעזרת הערכי� הבדידי� ) ביטי�

  ).לב�( מייצג בהירות מקסימאלית 255ו ) שחור(מינימלית 
  

  : כלשהוuנביט בפיקסל המקבל באופ� התחלתי ער, רצי- 

  

}י הצבת גבולות בערכי� "נחלק את תחו� הערכי� האפשריי� לפיקסל לתחומי� ע, כעת }
0

n

i i
r

=
לגבולות אלו נקרא . 

  ":רמות החלטה"

  
  . בתחו� אחד בי� שתי רמות החלטהכל ער, של פיקסל חדש יכול ליפול רק

} אילו ה� מספרי� –" רמות ייצוג"כעת נוסי-  }
1

n

i i
f

=
י שתי רמות " אשר ייצגו פיקסלי� הנופלי� בכל תחו� המוגדר ע

  :החלטה

  
לכל ער, רצי- של .  ואילו רמות הייצוג ה� הפלט של תהלי, הכימוי, ה� הקלט של תהלי, הכימויuערכי הפיקסלי� 

}פיקסל יותא� ער, בדיד אחד מתו, רמות הייצוג  }
1

n

i i
f

=
}, א� נרצה לעגל למספרי� שלמי�, לדוגמה.  }

1

n

i i
f

=
 יהיו 

כדי להתאימו ) ער, הפיקסל הרצי-(, הכניסה רמות ההחלטה ה� הספי� שכנגד� נמדד ער. סדרת המספרי� השלמי�
  רמות ההחלטה יהיו המספרי� החצי שלמי�,א� נרצה לעגל למספרי� שלמי�, לדוגמה. לתחו� החלטה מסויי�

{ }
0

1
: ,

2

n

i ii
r r i i

=
= + ∈�  

  .7ייקבלו את הער, , 7.5 לבי� 6.5בי� , לדוגמא, כל המספרי� הנופלי�, וכ,
  

  היסטוגרמה .2.1
  .) גווני אפור256ישנ�  (255 ל 0י מספר בי� "מיוצג ע uבה כל פיקסל , )לב�/שחור( אפור גוונינביט בתמונת 

ר  של הוקטור יכיל את מספiרכיב : באופ� הבא,  רכיבי�256בעל , vונשמור וקטור , נבצע סריקה על כל התמונה

  .פילוג זה נקרא היסטורגרמה.  תת� את פילוג הגווני� בתמונהvהשרטוט של רכיבי . iהמופעי� של של הגוו� 
  

  קוונטייזר אחיד .2.2
  :זהו קוונטייזר אשר המרווחי� בי� רמות ההחלטה ובי� רמות הייצוג קבועי� ושווי�

1 1k k k k
r r f f q− −− = − =  

מרווח , כאשר עיגלנו למספרי� שלמי�, לדוגמה"). מרווח הקוונטיזציה"או " (צעד הקוונטיזציה" נקרא qכא� 

  .1000המרווח יהיה , א� לדוגמה מעגלי� סכומי כס- לאלפי שקלי�. 1הקוונטיזציה הוא 
  

  שגיאת תהלי, הכימוי .2.3
  .כ שגיאה"ולכ� ישנה בד,  לאובד� של אינפורמציהכמוב� שתהלי, הכימוי גור�

  

u

0r 1r 2r n
r....

1f 2f 3f n
f....

u

0r 1r 2r n
r....

u

0
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היה לכל היותר יבקוונטייזר אחיד השגיאה גודל  .וונטייזר אחידנביט בק, לדוגמה
2

q
.  

נקבל צפיפות הסתברות אחידה ג� ,  לקבל כל ער, בהסתברות אחידהות יכולשרמות האפור בכניסה לקוונטייזרבהנחה 
  :יאה של הקוונטייזר האחידלער, השג

  
](השגיאה הממוצעת , ואז ]E ε (כלומר התמונה במוצא , כלומר בממוצע ערכי הפיקסלי� לא משתני�, היא אפס

  .הקוונטייזר לא תהיה יותר בהירה או יותר כהה מאשר התמונה המקורית בכניסת הקוונטייזר
  

  :נביט על השונות של שגיאת הקוונטייזר האחידכעת 
3 3

3 22 2
2 2

22

1 1 1 8 8

2 2 8

q q

qq

q q

q
E d

q q q

ε
ε ε ε

−−

+ 
  = ⋅ = = =  

 
∫  

כ נניח כי זהו מדד סביר "בד). MSE – Mean Square Error" (השגיאה הריבועית הממוצעת"למדד זה קוראי� ג� 
  ?אבל הא� זהו באמת מדד טוב, לאיכות של תמונה

  :דוגמא
1000נביט בתמונה בגודל    .בצבע לב�) בגובה פיקסל אחד( יש קו דק 28כאשר בשורה ,  שחורה לגמרי×1000

שכעת , מלבד הקו הדק, התמונה שנוצרה היתה זהה,  הראשו�דלאחר העיבו. שני עיבודי�כעת נניח שהתמונה עברה 

ש� כל , 28התרומה לשגיאה תהיה בשורה , MSE, לפי מדד השגיאה שפגשנו. 28 במקו� בשורה 29נמצא בשורה 
ש� הפיקסלי� השחורי� המקוריי� ה� עתה בצבע , 29ובנוס- בשורה , י� הלבני� של הקו הפכו לשחורי�להפיקס

ש� , 28התרומה לשגיאה תהיה רק משורה , MSEלפי . התמונה שהתקבלה שחורה לגמרי, לאחר העיבוד השני. לב�

נה השחורה יותר קרובה למציאות מאשר התמו, MSE מבחינת מדד ה –לסיכו� . הקו הלב� נעל� וכעת הכל שחור
 התמונה ע� הפס הלב� בשורה –זאת למרות שלצופה האנושי מצב זה ממש לא הגיוני . ההתמונה שבה הפס הלב� זז מט

, ...) היכ� הקו הלב� השורות1000מתו, , די קשה להבחי� (28 נראה מאוד דומה לתמונה ע� הפס המקורי בשורה 29
  . ש� כל האינפורמציה אבדה– היא התמונה ע� השגיאה הגדולה, והתמונה השחורה לגמרי

  . החישוב שלוותמשתמשי� במדד זה בגלל פשט, בכל זאת
  

  .נגדיר מדד לשגיאה בצורה מדוייקת
  

  הסבר  סימו�
u  ער, פיקסל בכניסת הקוונטייזר  

u′   רמות הייצוגאחת מ(ער, פיקסל ביציאה(  

( ),d u u′   פונקציה של הכניסה והיציאה–מדד השגיאה   

( )UP u  פילוג רמות האפור בתמונה  

  

)נוכל לבחור , לדוגמא ) ( )2
,d u u u u′ ′= −.  

  

)נבחר מדד לשגיאה הגלובלית  ),D E d u u′ =  ) יכולנו ג� לבחור –היינו חייבי� לבחור מדד כזה לא ). כלומר תוחלת 

)כלומר , את השגיאה המקסימלית מבי� כל הפיקסלי� שבתמונה ){ }max ,D d u u′=.  

  
  : אלו רמות ההחלטה שלנו–שקיימות בתמונה ) בערכי�(מענייני� אותנו פיקסלי� רק ברמות , כעת

( ) ( ) ( )
0

, ,
nr

U

r

D E d u u d u u P u du′ ′ = =  ∫  

]קבל עבור כניסה בי� שתי רמות החלטה מכיוו� שהער, שמת ]1,k kr r− הוא 
k

f ,נוכל לכתוב:  

ε

( )P ε

2

q
−

2

q
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( ) ( ) ( )
1

1

, ,
k

k

rn

k U

k r

D E d u u d u f P u du

−
=

′ = =  ∑ ∫  

)שבו , במקרה הפרטי ) ( )2
,

k k
d u f u f=   :נקבל, −

( ) ( ) ( )
1

2

1

,
k

k

rn

k U

k r

D E d u u u f P u du

−
=

′ = = −  ∑ ∫  

)נשי� לב שהפונקציה  )0 1 1 2, ,..., , , ,...,n nD r r r f f f0מכיוו� שא� נזיז את אחד מהמשתני� ב ,  רציפה בכל משתניהε 
  . לאינסו-Dלא נקבל קפיצות חריגות של , קט�

  :0נגזור ונשווה ל , כדי להביא למינימו� את השגיאה הגלובלית

0, 1,2,3,..., 1

0, 1,2,3,...,

k

f

D
k n

r

D
k n

r

∂ = = −∂
∂ = =
∂

  

  :נזכר בכלל הבא

( )
( )

( )

( ) ( )
1

0

01
1 0

u

u

dudud
g x dx g u g u

d d d

α

αα α α
= ⋅ −∫  

  : תופיע בשני אינטגרלי�krנשי� לב שרמה  .kr  רמות ההחלטהנגזור לפיו, kfנניח כי ידועות רמות הייצוג ראשית 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1

1, ,
k k

k k

r r

k U k U

r r

d u f P u du d u f P u du
+

−

++∫ ∫  

  :ואז

( ) ( ) ( ) ( )10 , ,k k U k k k U k

k

D
d r f P r d r f P r

r
+

∂
= = −
∂

  

)נניח ש   ) 0U kP r   ונקבל, ≠

( ) ( )1, ,k k k kd r f d r f +=  

  ).Nearest Neighbour(תנאי זה נקרא תנאי השכ� הקרוב 
  .נית� לראות שיש דרגות חופש בבחירת הפתרו� לבעיה זו

  

1נניח שידועי� שתי רמות הייצוג , MSEעבור מדד  2,f f ,1 צריכי� להחליט איפה לשי� את ואנחנוr. לפי התנאי 

2:   בדיוק באמצע1rיש להגדיר את , שלעיל 1
1

2

f f
r

+
=.  

ועבור מדד ,  התוצאה שקיבלנו אומרת שנרצה שהשגיאה מימי� תהיה שווה לשגיאה משמאל.באופ� כללינראה זאת 

MSE , נרצה שהמרחק בי�kr ל kf)  מהביטוי( )2

k kr f− ( יהיה שווה למרחק בי�kr 1 לkf )מהביטוי  (+ )2

1k kr f +−.(  

)עבור בחירה של , כלומר )2
D E u u ′= −  , כלומרMSE ,נקבל  

1

2

k k
k

f f
r ++
=  

  

  :kf  רמות הייצוגנגזור לפיו, נניח שידועות רמות ההחלטהכעת 

( ) ( )
1

0 ,
k

k

r

k U

k k r

D
d u f P u du

f f
−

 ∂ ∂
= =  

 ∂ ∂  
∫  

  

  :נמשי,. ופיע רק באחד מה� תkfכאשר לא לקחנו את כל האינטגרלי� כי רמת הייצוג 

( )( ) ( )
1

0 ,
k

k

r

k U

kr

d u f P u du
f

−

∂
=

∂∫  

  :ועבור מדד השגיאה הריבועית
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( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

2
0 2 2 2

k k k k

k k k k

r r r r

k U k U U k U

kr r r r

u f P u du u f P u du uP u du f P u du
f

− − − −

∂
= − = − − = − −

∂∫ ∫ ∫ ∫  

  כלומר

( )

( )

1

1

k

k

k

k

r

U

r

k r

U

r

uP u du

f

P u du

−

−

=
∫

∫
  

k,1בהינת� רמות החלטה סמוכות , כלומר kr r− , נית� לחשב היכ� להגדיר את רמת הייצוגkfשביניה� .  

k,1נניח כי בי� שתי רמות החלטה סמוכות , לדוגמה kr r−התפלגות הכניסה היא :  

  
  .שהו בעצ� מרכז הכובד, י� בגלל השקלול שמבצעי� האינטגרלkr תתקבל קרוב יותר ל kfאזי רמת הייצוג 

  
  נית� להשתמש ב. לסיכו� נאמר שנהוג להשתמש בשגיאה הריבועית הממוצעת כדי להערי, את טיב הקוונטיזציה

( ) ( )
1

2

1

k

k

rN

k U

k r

MSE u f P u du

−
=

= −∑ ∫  

  או ב , uבהנת� היסטוגרמת תמונת המקור , כדי לחשב את התוחלת של השגיאה הריבועית

[ ] [ ]( )2

1 1

1
, ,

M N

m n

MSE u m n u m n
MN = =

′= −∑∑  

  .′u לתמונה שאחרי הקוונטיזציה uכדי לחשב את הסטייה המעשית בי� תמונת המקור 
         

  )Max-Loyd(לויד   קוונטייזר מקס .2.4
  

  .ה שלעילכפי שראינו בדוגמ, MSE, זהו הקוונטייזר שממזער את השגיאה הריבועית הממוצעת
  :עלינו לפתור את מערכות המשוואות, כדי למצוא את רמות הייצוג ורמות ההחלטה של קוונטייזר שכזה

( )

( )

1

1

1

2
k

k

k

k

k k
k

r

U

r

k r

U

r

f f
r

uP u du

f

P u du

−

−

++ =



 =




∫

∫

  

  :נוכל לפתור באופ� איטרטיבי

}נבחר סט התחלתי  .1 }kr;  

}נחשב את  .2 }kfהכובד שקיבלנוי הנוסחה לחישוב מרכז " ע; 

}נעדכ� את  .3 }krי הנוסחה לחישוב השכ� הקרוב שקילבנו" ע; 

הא� קצב השינוי של ? הא� עשינו מספיק איטרציות? הא� רמת הדיוק מספיקה לנו:  אפשריי�תנאי עצירה .4

{ }krהא� ה ?  קט� ע� האיטרציותMSEהנוכחי מספק אותנו ?  

 .2נמשי, לשלב , וא� לא החלטנו שסיימנו, וכל להחליט שסיימנונ
  

u

( )UP u

1kr − kr
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 נכו� בצורה אלא לפתרו�, חשוב לציי� שפתרונות איטרטיביי� מסוג זה לא מבטיחי� להגיא לפתרו� האופטימלי
  .מקומית

  

  קוונטייזר אחיר .2.5
  

  :בקוונטייזר אחיד מתקיי�

0

0

, 1, 2,3,...1

2

k

k

r r kq

k n
f r k q

= +


=  = + −   

  

 qא, ראינו כי השגיאה תקט� ככל ש , q ובחירת צעד הקוונטיזציה 0r בחירת –פש נראה שיש כא� שתי דרגות חו

  . איזה באמת דרגת חופשqלכ� בחירת , יקט�

  
  :)היסטוגרמה (יט בפילוג ההתסברות של הכניסה הבאנב. קוונטייזר אחיד לא כל כ, טוב לנו, בעצ�

  
קוונטייזר אחיד היה מפזר את רמות ההחלטה באופ� . מכיוו� שרוב הפיקסלי� בעלי גוו� כהה, זוהי תמונה יחסית כהה

  .מה שהיה גור� לשגיאה גבוהה עבור פיקסלי� כהי�, וגרמהג ההיסט"אחיד ע
  

  ונות צבעוניותכימוי של תמ .2.6
  

  ).B(וכחול ) G(ירוק , )R(לכל אחד מהגווני� אדו� ,  מטריצות3ידי  תמונה צבעונית ניתנת לייצוג על
  .כ פעולה זו לא יעילה"בד. בנפרד) צבעי�(נית� לבצע כימוי לכל אחד מהערוצי� , בצורה נאיבית

  :ני� של הגווScatter-Plotונציג , בתמונה של דשא וכלניות, לדוגמא, נביט

  
)י התבוננות בערכי ה " יוצרי� עScatter-Plotאת ה  ), ,R G Bושרטוט נקודה מתאימה לכל וקטור ,  של כל פיקסל

 יש תחומי� בכל –היה בזבוז , א� היינו משתמשי� בכימוי אחיד לכל ערו., נית� לראות בבירור שבתמונה זו. שכזה
   .אינ� בשימוש  שכללערו.

R

G

צבעי� אדומי� 
 של הכלניות

צבעי� ירוקי� 
 של הדשא

B

צבעי� שחורי� 
 במרכז הכלניות

u

( )UP u
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, iS החלטהאיזורי אלו יגדירו ( לאיזורי� בעלי חשיבות Scatter-Plotנחלק את ה : נוכל לבצע קוונטיזציה וקטורית

טור המייצג את  זה נגדיר וק החלטה כזהולכל איזור, ) במקרה של גווני האפורirבמקביל למונח רמות ההחלטה 

  ): במקרה של גווני האפורifבמקביל למונח רמת ייצוג , if  ייצוגוקטור(הצבעי� באותו איזור 

  
ה הזו בחרנו צבע אחד בדוגמ. המייצג את צבעו, נשמור את מספר הוקטור המתאי� לו, עבור כל פיקסל במוצא, כ,

  . גווני ירוק6 צבעי� מייצגי� לגווני האדו� ו 3, מייצג לצבעי השחור

) יש לשמור את הצבע iלכל וקטור  ), ,R G Bהתקרא , נשמור נתוני� אלו בטבלה.  המתאי� לוColor Map:  

B  G R  וקטור  

0  12  3  0  
65  74  15  1  
200  111  21  2  
      .  
      .  
      10  

  

)נבח� כעת אי, יכול הקוונטייזר לחשב את וקטור הייצוג המתאי� לפיקסל כלשהו  ), ,x R G B= .פ תנאי השכ� "ע

j ,iא� לכל , הקרוב j≠ ,מתקיי�  

( ) ( ), ,i jd x f d x f≤  

ixאזי  S∈ ,י וקטור הייצוג "ולכי� ייוצג עif.  

  

נחשב את מרכז הכובד של מקב. . והשאלה היא אי, נקבע את וקטורי הייצוג, iSנאמר שנתוני� איזורי ההחלטה , כעת

  :כלומר, הפיקסלי� באזור ההחלטה הזה

1

i

i

x Si

f x
N ∈

= ∑  

  .iS הוא מספר הפיקסלי� בתו, האזור iNכאשר 

  
  .נבח� כעת את אופ� ייצוג הצבעי� בצורה אופטימלית מבחינת מערכת הראייה האנושית

)י ערכי " עפיקסלי�נית� לייצג , כידוע ), ,R G Bעצמת האור של כל פיקסל היא נתו� יותר , עבור העי� האנושית . שלה�

  ).לב� יותר ברורות לעי� האנושית/לכ� תמונות שחור(חשוב מאשר צבע הפיקסל 

)בהינת� ערכי , )Luminance(את עצמות האור של פיקסל  ), ,R G Bי הסכו� "ע, לדוגמא, נית� לחשב,  שלוR G B+ + .

נית� לבצע טרנספורמציה לינארית על השלשה , בכל מקרה. נית� לסכו� ערכי� אלו ג� ע� משקלי� מסויימי�

( ), ,R G B ,ולקבל מספר אחד המייצג את עצמת האור של הפיקסל.  

אינפורמציה זו . יקסלהמייצגת את צבע הפ, Chromaticityהנקראת , יש לשמור עוד אינפורמציה, בנוס- לעצמת האור

)הנסמ� כרגע ב , נשמרת בשני מספרי� נוספי� ),Y Q .העי� האנושית פחות רגישה לפרמטרי� אלו, כאמור.  

) אשר תת� לנו את ערכי Tנוכל למצוא טרנספורמציה , בסופו של עניי� ), ,I Y Qל לכל פיקס:  

R

G

B



19 

 .י אבי בנדל" נכתב ע.סיכו� הקורס,  עיבוד וניתוח תמונות046200

 

3 3

I R

Y T G

Q B

×

   
   =   
      

  

  
  

, Iרצה לבצע קוונטיזציה עדינה לפרמטר נ, ופחות לצבע, מכיוו� שהעי� האנושית רגישה יותר לעוצמת האור
  :וקוונטיזציה גסה יותר לשני הפרמטרי� הנוספי�

  
מכיוו� שהתחשבנו בעובדה שקוונטיזציה גסה , יה שיש לשמור עבור תמונה צבעוניתנית� לחסו, בכמות האינפורמצ, כ,

  .של האינפורמציה לגבי צבעי הפיקסלי� תת� לנו תוצאה שהצופה האנושי יהיה מרוצה ממנה
  

)שחזור ערכי  ), ,R G Bכי כמוב� שיש לשי� לב שער. י הטרנספורמציה ההפוכה" של כל פיקסל יתבצעו ע( ), ,I Y Q 

) מערכי שוני�עבור השחזור  ), ,I Y Qמכיוו� שאלו עברו קוונטיזציה,  שקיבלנו לאחר הטרנספורמציה הראשונה .

)כמוב� שג� ערכי  ), ,R G Bשוני�, מאותה סיבה,  המשוחזרי� יהיו.  

  

  Contouringפעת תו .2.7
 נראה –נית� להבחי� בתופעה שבה מופיעי� הבדלי� ניראי� לעי� בי� אזורי� בצבעי� שוני� , כשמבצעי� קוונטיזציה

  .Banding נקרא ג� .Contourומכא� הש� , כי יש קו מפריד בי� שני אזורי� אלו
  :בגר- הבא, נית� לראות את הסיבה לתופעה זו

  

  Ditheringפעולת  .2.8
  .Contouringפעולה הנועדה להעלי� את עקבות תופעת ה 

וזאת כדי , Qלפני פעולת הקוונטיזציה , בכוונה תחילה,  הנע בטווח ערכי� ידועי�ηזוהי פעולה של הכנסה של רעש 

  .מעברי� בי� רמות הייצוגלעד� את המעברי� החדי� הקורי� בגלל ה

 פיקסל

 רמת החלטה

 צבע

 קלט לקוונטייזר

 פלט הקוונטייזר

1T −

R

G

B

′ 
 ′ 

′  

I

Y

Q

′ 
 ′ 

′  

 שחזור

T

I

Y

Q
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  דוגמא

נאמר שהקוונטייזר מעגל למספרי� . 4.4בער, , ה� קבועי�) גוו� אפור(אשר ערכי הפיקסלי� בו , נביט באזור בתמונה
  :ולכ� נקבל, שלמי�

  
  :נקבל, לאחר שנוסי- את הרעש. וי תראה בהירה יותר מאשר המקוריתהתמונה העברה כימ, כלומר

 

  
שבי� היתר מבצעת  (כ, שלעי� האנושית, י� משתני�עיהיו עכשיו צב, ואנו רואי� שבאותו איזור שהיה בהיר יותר

  .4צבע יותר כהה מהצבע שערכו  תהיה תחושה של )ולא רואה פיקסלי� בודדי�, מיצוע על קבוצות של פיקסלי�
  

](את התמונה שעברה כימוי  ]ˆ ,s m n (נשמור במחשב.  

  

]לשחזר את (כעת נרצה להציג את התמונה  ],f m n .(בנוס- לתוצאת הקוונטיזציה , נניח כי שמרנו במחשב[ ]ˆ .s m n ,

]את שדה הרעש  ].m nη ,את הרעשנחסיר  ,ולפני הצגת התמונה:  

  
  :נחשב את שגיאת התהלי,

( ) ( )ˆ ˆ ˆd f f s s s sη η= − = − − − = −  

  .Dithering לא הכנסנו שגיאה נוספת בגלל ה –כלומר השגיאה הכוללת שווה לשגיאה של פעולת הקוונטיזציה 
  

[ ],f m n Q+

[ ],m nη

[ ],s m n [ ]ˆ ,s m n
+

[ ],m nη−

[ ]ˆ ,f m n

 פיקסל

 קלט לקוונטייזר צבע

 פלט הקוונטייזר

5

4

[ ],f m n Q+

[ ], ,
2 2

D D
m nη  ∈ −  

 פיקסל

 צבע

 קלט לקוונטייזר

 פלט הקוונטייזר

4.4

4
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]ימו לב כי הנחנו כא� שאנחנו שומרי� את מטריצת הרעש ש ],m nη .ולכ� נשתמש , פעולה זו יקרה מבחינת זכרו�

המורכבת מהספרות המרכיבות את המספר , כגו� סדרה הנראת אקראית, רעשי� חסכוניי� יותר  בפסאודו
3.1415...π =.  

  

2.9. Error Diffusion  
  

ראינו שפעולת ה .  של פעולת הקוונטיזציהContouring כעת ונבח� שיטה טובה יותר להתגבר על תופעת ה נמשי,

Ditheringאבל יחד ע� זאת.  עזרה לנו להציג את התמונה בצורה טובה יותר כאשר היו מעברי� בי� רמות ייצוג ,
 כאשר לא בהתא� לדוגמה שלעיל,  א�–תוספת הרעש תפגע בתמונה באזורי� בה� הער, האמיתי תוא� לרמת הייצוג 

הוספת הרעש תפגע . 4ער, המוצא יהיה  –אזי הקוונטייזר ייצג אות� כראוי , 4ערכי הפיקסלי� ה� , מוסיפי� רעש
  .שכ� הרעש מתווס- לכל הפיקסלי� בתמונה, בייצוג זה

  

 בשיטה זו .Ditheringת  באה להוסי- רעש בצורה חכמה יותר מאשר שיט)פעפוע השגיאה (Error Diffusionת שיט
אלא משהו , לא באמת נכניס רעש" (רעש"מצריכה הכנסה של , בזמ� פעולתו, אנחנו נבדוק א� שגיאת הקוונטייזר

 ). אחר
  

  
]כא� אנו רואי� הצגה וקטורית  ]x n ל כלומר יש לקחת את כ( של כלל הפיקסלי� של התמונהM N⋅ הפיקסלי� של 

]התמונה  ],f n mולהניח אות� בוקטור אחד ארו,, נאמר משמאל למעלה עד צד ימי� למטה, לפי הסדר.(  

  

], בשגיאת הקוונטיזציה ] [ ] [ ]ˆe n s n s n=   כלומר נבצע, להוסיפה לער, הפיקסל הבא בתמונהנשתמש כדי , −

[ ] [ ] [ ]1s n x n e n= + −  

  :דוגמא
  : והקוונטייזר מעגל למספרי� שלמי�4.4בו ערכי התמונה ה� , נביט באזור מהדוגמא הקודמת

  

  
לאחר השחזור ומיצוע , וכ,,  יקבל במוצע ערכי� קוונטיזציה משתני�4.4 הער, –קיבלנו אפקט רצוי , לשימחתנו

  .כמו בתמונה המקורית, 5  ל4הצופה האנושי יראו ער, שבי� , מערכת הראייה
  

  :לדוגמא. אכ� לא משתני�, תנותשהוא שערכי� שלא צריכי� לה, כפי שרמזנו בתחילה, היתרו� הנוס-
  
  
  
  
  

  
  .אי� צור, להכניס רעש סינטזי לתמונה, כשאנחנו משתמשי� במנגנו� אדפטיבי זה, לסיכו�

[ ]x̂ n  [ ]s n [ ]1e n −  [ ]x n  n  

4  4.4 0  4.4  1  
5  4.8 0.4  4.4  2  
4  4.2 0.2   4.4  3  
5  4.6 0.2  4.4  4  
4  4 0.4   4.4  5  
4  4.4  0  4.4  6  
5  4.8  0.4  4.4  7  

[ ]x̂ n  [ ]s n [ ]1e n −  [ ]x n  n  

4  4  0  4  1  
4 4 0  4 2  
4 4 0  4 3  

[ ]x n Q+

[ ]1e n −

[ ]s n [ ]ŝ n [ ]x̂ n

+

Delay

[ ]e n
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  פעולות נקודה .3
  

  הקדמה .3.1
  

]פעולות נקודה ה� פעולות שבה� המוצא בנקודה  ],n m תלוי רק בכניסה בנקודה [ ],n m.באופ� אנלוגי למערכות בחד  

  ".חסרות זיכרו�"סוג פעולות אלו נקראו , מימד
  

  :נית� להביט בפונקציה הבאה, לדוגמא
  

  
  

 gכאמור . במוצא) גוו� האפור(סל  ער, הפיקgו , )הער, המציי� את גוו� האפור שלו ( ער, פיקסל בכניסהfכאשר 

  .ולא בשכניו, fתלוי רק ב 
  

  )Contrast(מתיחת ניגודיות  .3.2
  

  :הפעולה הבאה

  
בעוד התחו� , י� צרי�מכיוו� שהתחו� הנמו, והגבוה של גווני האפור עוברי� לתחומ, "Contrastמתיחת "מבצעת 

],י כ, שהתחו� הצר יחסית באמצע" ע.הצר במרכז גווני האפור עובר לתחו� רחב במוצא נמתח לתחו� , 100,190[

]רחב יותר  ]40, במוב� שהצופה האנושי יוכל להבחי� טוב יותר בפרטי� הנמצאי� , ישנה כא� הגברה של התחו�, 240

]התחו� , מאיד,. ו� זהבתח ] מתכוו. לתחו� 0,100[  0שגווני האפור שלה� במקור היו בי� (ולכ� פרטי� כהי� , 0,40[

  .יהיו פחות ניתני� להבחנה לאחר מתיחת הקונטרסט) 100ל 
  

  ?מתי נראה שיפור בתמונה

הפעולה לא תגרו� , )שחור ולב�( הרבה גווני� קרובי� מאוד לקצוות כלומר אי�, כאשר תמונה היא יחסית אפרורית
י תחו� רחב יותר של "וייוצג ע, התחו� שבו רוב הפיקסלי� מופיעי� יעבור מתיחה, ומצד שני, להפסד ניכר בקצוות

  .ולכ� הצופה האנושי יראה שיפור משמעותי בהבחנה בפרטי�, גווני�
  

f

g

0
100 190 255

40

240

f

g
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  דוגמא לפונקציה למתיחת קונטרסט

  :ונבצע, גוו� האפור המינימלי, minfגוו� האפור המקסימלי ו , maxfנחשב את ,  גווני אפור255 שר תמונה מיוצגת בכא

min

max

255
f f

g
f f

−
= ⋅

−
  

רמות האפור הקיימות כ, שנייצד את כל , 255 ל 0נשתמש באופ� אפקטיבי יותר בתחו� בדימני שבי� , באופ� זה
  ).בתחו� המקסימלי(בתמונה בעזרת התחו� הזה 

  

  )Thresholding(פעולת ס-  .3.3
]י הבחנה בס- מוגדר "וזאת ע, פעולה זו הופכת תמונת גווני לאפור לתמונה בעלת שני צבעי� בלבד ]0, 255T ∈:  

  
  .ידנו אלא יכול להקבע על, 128כלומר בער, , ס- זה לא חייב להיות באמצע

  ".בינאריזציה"פעולה זו נקראת ג� 
  

  תיקו� גאמא .3.4
  

  י משפחה של קווי� מעוקלי� מהצורה"מבצע מתיחת קונטרסט ע) Correctionγ(תיקו� גאמא 

g f γ=  

]חו� נביט על גווני האפור כמנורמלי� לערכי� בת ]0,1.  

נית� למתוח את תחו� הגווני� הבהירי� או את תחו� , הנשארי� בערכ� המקורי, 1 ו 0חו. מהערכי� , בפעולה זו
כפי שנית� לראות בגר- ,  המתיחה בתחו� אחד באה על חשבו� הכיוו� בתחו� האחר.γבהתא� ל , הגווני� הכהי�

  .הבא

  
  :נית� לשלב ולבצע תיקו� גאמא לאחר ביצוע מתיחת קונטרסט

max

max min

f f
g

f f

γ
 −

=  − 
  

]מתיחת הקונטרסט מביאה את ערכי הגווני� האפורי� לתחו�    .ולאחר מכ� מתבצע תיקו� גאמא, 0,1[

תיקוני� , מסיבות של תאימות לאחור. וות שנוצר בעת שידורי הטלביזיהתיקו� גאמא הוא תיקו� שנכנס בעקבות עי
  .למרות שכבר כלל אי� צור, באלו, כאלה מוכנסי� היו� למשדרי� וג� למקלטי�

f

g

1

1
1

2
γ =

2γ =

f

g

T
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  עיצוב היסטוגרמה .3.5
  

  .את מונח ההיסטוגרמה כבר פגשנו בפרקי� הקודמי�

), ורתמונת המק) צפיפות ההסתברות של גווני האפור(נניח כי היסטוגרמות  )fP x , ותמונת הפלט( )gP xה� רציפות .  

  .נית� לראות את השפעת מתיחות הקונטרסט שביצענו בסעיפי� הקודמי� על ההיסטגרמה של התמונה

)ר כלומר להביא את ההתפלגות הידועה של תמונת המקו, נרצה כעת לעצב את ההיסטוגרמה של תמונה כלשהי )fP x 

)להתפלגות רצוייה  )gP x . נרצה לדעת מה היא הטרנספורמציהT) שתשנה את ההיסטרגמה באופ� ) נניח מונוטונית

  .הזה
  :נביט בפונקציות ההסתברויות המצטברות

( ) { } ( )Pr

x

f fF x f x P x dx
−∞

= ≤ = ∫  

( ) { } ( )Pr

x

g gF x g x P x dx
−∞

= ≤ = ∫  

  : מונוטונית עולהTנניח ש 

( ) { } ( ) ( ){ }Pr PrfF x f x T f T x= ≤ = ≤  

)וכמוב�  )g T f= ,ולכ�  

( ) { } ( ){ } ( )( )Pr Prf gF x Tf Tx g T x F T x= ≤ = ≤ =  

)ומכיוו� ש  )fF x וג� ( )gF xאת נית� לקבלמהשוויו� שלעיל ואז , ה� פונקציות הופכיותיש ל,  מונוטוניות עולות 

  :הטרנספורמציה שחיפשנו

( ) ( )( )1

g fT x F F x−=  

  )Histogram Equialization(קיזוז היסטוגרמה  .3.6
  

  ):קבועה לכל גוו� אפור(נביט כעת במקרה הפרטי בו נרצה שההיסטוגרמה במוצע תהיה אחידה 

  
  :לכ� במקרה זה

( ) { } ( )Pr

x

g gF x g x P x dx x
−∞

= ≤ = =∫  

  :וההופכית
1

gF x
− =  

  ולכ� קיבלנו כי

( ) ( )( ) ( )1

g f fT x F F x F x−= =  

  דוגמא

  : בעלת ההיסטורגמה הבאהנביט בתמונה

( ) ( )2 1 , 0 1

0,
f

x x
P x

else

 − ≤ ≤
= 


  

x

( )gP x
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  :נקבל

( ) ( ) 22

x

f fF x P x dx x x
−∞

= = −∫  

  
אנחנו רואי� , ) זוהי פונקצית היחידה–שלא משנה את ההיססטוגרמה (בעזרת ההשוואה לקו האלכסוני 

), שהטרנספורמציה שלנו ) ( )fT x F x= ,דבר זה מתאי� לעובדה כי ראינו שהתמונה המקורית . תבהיר את התמונה

  .בעלת צבעי� מאוד כהי�
  

  : תהפו, להיסטוגרמה הבאה ה שההיסטורגמה של תמונת הקלטכעת נרצ

( )
2 , 0 1

0,
g

x x
P x

else

≤ ≤
= 


  

  י חישוב נקבל"ע

( ) 2

gF x x=  

  ולכ� הטרנספורמציה המתאימה היא

( ) ( )( ) ( )1 1 2 22 2g f gT x F F x F x x x x− −= = − = −  

), כאשר הפונקציה הראשונה, נית� לראות שיש כא� בעצ� הרכבה של פוקציות )fF x , מבצעת את הקיזוז

)Equalization (והפעולה השנייה, שראינו בהתחלה ,( )1

gF x
  .מביאה את ההיסטוגרמה האחידה לצורה המבוקשת, −

x

( )fP x

1

x

( )fF x

1
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  )Look-up Table(טבלאת איתור  .3.7
  

  .א, כמוב� שהדבר לא כ,. התייחסנו להסיטוגרמות כאל פונקציות רציפות, עד כה
  
כאשר הטרנספורמציה מעבירה ער, של פיקסל לער, חדש , פעולות נקודה מתבצעות בעזרת טבלאות איתור, פועלב

באופ� .  גווני אפור אפשריי�4הטבלה הבאה מייצגת טרנספורמציה שפועלת על תמונה בעלת , לדוגמא. בהתא� לטבלה
  :הטרנספורמציה תבהיר את התמונה, כללי

  
  סידורי  f, גוו� בכניסה  g, גוו� במוצא

200  12  1  
180  7  2  
255  100  3  
80  2  4  

  

  דוגמא

  :של התמונה  ההיסטוגרמה וקטורלהל�.  רמות אפור8כ "וסה,  פיקסלי�20 יש fבתמונה 

[ ]1 2 3 4 4 3 2 1fh =  

  . הפיקסלי� מרוכזי� ברמות האמצעיותנית� לראות שגווני
  

  :נרצה לקבל את ההיסטוגרמה הבאה במוצא

[ ]4 3 2 1 1 2 3 4gh =  

 נחשב את פונקצית ההיסטוגרמה המצטברת של ההתפלגות המקורית, באופ� אנלוגי לפונקצית ההסתברות המצטברת
f ושל ההתפלגות הרצויה g:  

[ ]
[ ]
1 3 6 10 14 17 19 20

4 7 9 10 11 13 16 20

f

g

H

H

=

=
  

)דרשנו ש , במקרה הרצי- )( ) ( )g fF T x F x= ,נרצה ש , כלומר באופ� אנלוגי( )( ) ( )g fH T x H x= .כלומר ,

)בעל ער, בהיסטוגרמה המצטברת (שהו ל כxהטרנספורמציה צריכה לקחת גוו�  )fH x ( בעל אותו ולהמיר אותו לגוו�

)ער, בהיסטוגרמה המצטברת  )gH x .נבחר , לכ�. כמוב� שלא נית� לעשות זאת, בגלל האופי הבדיד של ההיסטוגרמות

 מתאימי�, יתבתמונה המקור (2פיקסלי� ע� גוו� , לדוגמה. את הטרנספורמציה באופ� שהערכי� יהיו קרובי� מספיק
  פיקסלי�4כי בהיסטוגרמה המצטברת הרצויה יש  (1 יעברו להיות פיקסלי� בעלי גוו� ) או פחות2פיקסלי� בעלי גוו�  3

  : הבאLook-Up Tableנקבל את ה , לסיכו�). 3מספר הפיקסלי� הקרוב ביותר ל וזה , בעלי גוו� זה או פחות
  

  f, ו� בכניסהגו  g, גוו� במוצא

1  1  
1  2  
2  3  
4  4  
6  5  
7  6  
8  7  
8  8  

  
  :בעקבות הטרנספורמציה שהגדרנו, ההיסטוגרמה הסופית שנקבלנוכל לחשב את 

[ ]3 3 0 4 0 4 3 3gh =�  

יש פיקסל אחד  (1גוו� כל הפיקסלי� שמקור היו ב, פ הטרנספורמציה"ע: 1 גוו� –לדוגמה ? אי, חושבה ההיסטוגרמה

, כ" סה1יהיו במוצא בגוו� ) fhלפי , יש שני פיקסלי� כאלו (2וג� כל הפיקסלי� שבמקור היו בגוו� ) fhלפי , כזה

( )1 3gh )לכ� , א- פיקסל לא יהיה בגוו� כזה, פ הטבלה"ע: 5גוו� . �= )5 0gh =�.  
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  פעולות מרחביות .4
  

  מבוא .4.1
  

מתחשבות ביותר מנקודה אחת כדי לייצר את הפלט בנקודה , בניגוד לפעולות נקודה, פעולות מרחבית ה� פעולות אשר
  .מסויינת

  

  סינו� לינארי .4.2
  

]דר, מערכת לינארית ע� תגובה להל� ) התמונה(י העברת האות "סינו� לינארי מתבצע ע ],h n m:  

  
  :י קונבולוציה"אות המוצא מתקבל ע

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ], , , , ,
k r

g m n f m n h m n h k r f m k n r
∞ ∞

=−∞ =−∞

= ∗ = − −∑ ∑  

של ) שתי פעולות ראי(יש לבצע היפו, , מימד באופ� גרפי ובמקביל לקונבולוציה בחד, ראינו שביצוע קונבולוציה
  .הכפלה וסכימה איבר איבר, ביצוע מעבר על התמונה, מטריצת גרעי� הקונבולוציה

  
היפו, ( היא תמונת ראי wהמסכה א� . אשר די דומה לפעולת הקונבולוציה, "פעולת מסכה"לעיתי� נוח להגדיר 

  :hשל גרעי� הקונבולוציה ) מטה לשמאל ומעלה האיברי� מימי�

[ ] [ ], ,w m n h m n= − −  

  :מוגדרת כ,, hהמבצעת את אותה הפעולה כמו קונבולוציה ע� , wבעזרת פעולת המסכה 

[ ] [ ] [ ], , ,
k r

g m n w k r f m k n r
∞ ∞

=−∞ =−∞

= + +∑ ∑  

  
 פשוט –רק שאי� צור, לבצע את פעולות הראי על גרעי� הפעולה , הפעולה זהה לפעולת הקונבולוציה, מבחינה גרפית

  .ומעבירי� אותה על תמונת המקור, לוקחי� את מטריצת המסכה
  בעוד ש, כלומר, נבולוציהיש לשי� לב שפעולת מסכה אינס אסוציאטיבית כמו פעולת הקו

( ) ( )f g h f g h∗ ∗ = ∗ ∗  

  מתקיי�

( ) ( )f g h f g h≠� � � �  

  . מסמל כא� את פעולת המסכה�כאשר 
  

  מיצוע מקומי .4.3
  

  ):לדוגמא(זוהי פעולת סינו� לינארי ע� המסנ� 

1 1 1
1

1 1 1
9

1 1 1

h

 
 =  
  

  

  
, )גוו� אפור זהה(כאשר מסתכלי� על איזור אחיד . ר, הממוצע של פיקסל ושמונת שכניופעולה זו תפיק במוצע את הע

  .ולכ� יווצר טשטוש, מסנ� זה ימצע את המעברי�, א, כאשר יש מעברי� בי� גווני�, המסנ� לא ישנה אותו
  

  .LPF – Low Pass Filteringכלומר , נמוכי� העברת פעולת מיצוע היא בעת� סינו�
  

גבי כלל התדרי�  מכיוו� שתכולת התדר של רעש לב� היא די אחידה עלזאת .  בסינו� רעשי� לבני�מסנ� זה טוב
אשר סטטיסטית יש לה� אנרגיה בעיקר בתדרי� , לעומת תמונות, )אנרגיה בכל התדרי�יש לרעש הלב� , כלומר(

  .הנמוכי�
  

H [ ],f m n [ ],g m n
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שפה היא ( כזה נוטה לטשטש שפות בתמונה כי מסנ�, שימוש במסנ� לינארי כדי לסנ� רעשי� הוא בעייתי, באופ� כללי
  ).שבו יש שינויי� חדי� בגווני האפוראיזור 

    

  )Median(מסנ� חציו�  .4.4
  

3ניקח דוגמה של ( מסויימת העבור סביב   . ערכי הפיקסלי� השכני�9הער, במוצא יהיה החציו� של , ) פיקסלי�×3
  

  :נראה כי מסנ� זה אינו ליניארי

 :0ציו� של המטריצה הבאה הוא הח  .א
0  0  0  
0  0  1  
1  1  1  

 :0החציו� של מטריצה זו הוא ג�   .ב
1  1  1  
1  0  0  
0  0  0  

 

0החציו� של סכו� המטריצות אינו , אבל  .ג 0 0+  :1אלא , =
1  1  1  
1  0  1  
1  1  1  

  
3בגודל , נביט בפעולת המסנ�, לדוגמא   :ל"ל המטריצה הנע, ×3

  
            
           

  6  5  5      
  6  5  6      
  6  4  7      
            
            

  

]בפיקסל , במוצאהער,    .6לומר כ, 4,5,5,5,6,6,6,6,7  הערכי�9יהיה החציו� של ,3,3[

  
 היה 6ג� א� אחד הפיקסלי� בער, , ללמש. יתרונו הגדול של מסנ� חציו� הוא בכל שהוא עמיד לשינויי� חדי� בערכי�

, המסנ� הממצע שפגשנו קוד� היה משופע משינוי כזה. 6עדיי� המוצא היה , 150נאמר , מקוול עיוות לער, גבוה כלשהו
  .אבל מסנ זה עמיד לשינוי זה

  
  .פילטר זה אפקטיבי מאוד בסינו� רעשי� תו, כדי שמירה על שפות, לכ�

  

  גזירת תמונה .4.5
  

  :נט של התמונהנחשב את הגרדיא

( ) ( )
22

ˆ ˆ, ,
f f f f

f x y x y f x y
x y x y

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∇ = + ⇒ ∇ = +   ∂ ∂ ∂ ∂   

� �
  

  
  .בכל מרחב התמונה, הגרדיאנט של התמונה הוא מדד טוב לגבי שינוי העוצמה בתמונה

  

] ביטוי לקירוב הנגזרת בפיקסל .ולכ� נוכל רק לקרב את ער, הנגזרת, כמוב� שהתמונות שלנו ה� דיסקרטיות ],m n ,

  הואבכיוו� העמודות 

[ ] [ ], 1,f m n f m n− −  

  :נית� ג� לחשב את הנגזרת הקדמית. והוא נקרא נגזרת אחורית

[ ] [ ]1, ,f m n f m n+ −  

  :לקבל, נוכל לקחת את ממוצע בי� שתי אלו

[ ] [ ] [ ]1, 1,
,

2

f m n f m n
f m n

y

+ − −∂
≈

∂
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  :עבור נגזרת בכיוו� השורות, ובצורה דומה

[ ] [ ] [ ], 1 , 1
,

2

f m n f m n
f m n

x

+ − −∂
≈

∂
  

טריצה המייצגת את חישוב המ
f

x

∂
∂

] שקול לביצוע קונבולוציה של התמונה ע� הגרעי�  ]1
1 0 1

2
h =   כלומר, −

[ ] [ ]1
, 1 0 1

2
f m n f

x

∂
= ∗ −

∂
  

  

הרעשי� יוגברו , א� ניקח תמונה מורעשת.  HPF – High Pass Filter, גבוהי� מעביר  הנגזרת היא סוג של מסנ�

נאמר שאנו מסני� . LPFכלומר להעבירה במסנ� , כ נרצה לסנ� את התמונה לפני גזירתה"בד, לכ�.  הגבוהי�בתדרי�
  :את התמונה במסנ� הממצע שראינו קוד�

1

1 1 1
1

1 1 1
9

1 1 1

h

 
 =  
  

  

  :כדי לגזור נרצה להעביר את התמונה בשני המסנני� הללו, בסיכומו של דבר, לכ�

[ ] ( ) [ ]1

1 1 1
1

, 1 0 1 1 1 1
18

1 1 1

1 1 0 1 1
1

1 1 0 1 1
18

1 1 0 1 1

f m n f h h f
x

f

 
∂  = ∗ ∗ = ∗ − ∗  ∂

  
− − 

 = − − 
 − − 

  

התרומה של המסנ� (מכיוו� שהוא מסנ� תדרי� נמוכי� , BPF – Band Pass Filterואז המסנ� האחד שקיבלנו הוא 
  ).התרומה של המסנ� הגוזר(ומסנ� תדרי� גבוהי� ) הממצע

  
שקול  (י חישוב ההפרש בי� הנגזרת הקדמית לנגזרת האחורית"נקרב כעת את הנגזרת השנייה ע, לצור, גילוי שפות

  :) נגזרת קדמית על תמונת הנגזרת עצמהלביצוע

  
[ ] [ ] [ ]( ) [ ] [ ]( )

[ ] [ ] [ ]

2

2
, 1, , , 1,

1, 2 , 1,

f m n f m n f m n f m n f m n
y

f m n f m n f m n

∂
≈ + − − − −

∂

= + − + −

  

  :ובכיוו� השורות נקבל

[ ] [ ] [ ] [ ]
2

2
, , 1 2 , , 1f m n f m n f m n f m n

x

∂
≈ + − + −

∂
  

  

]  הפעולה האחרונה שקולה לביצוע קונבולוציה ע� המסנ�, וכמו בנגזרת הראשונה ]1 2 1h = −.  

  
  נית� לקבל את אופרטור הלפלסיא�

( ) ( ) ( )2 2

2

2 2

, ,
,

f x y f x y
f x y

x y

∂ ∂
∇ = +

∂ ∂
  

  :בעזרת קונבולוציה ע� המטריצה

0 1 0

1 4 1

0 1 0

laph

 
 = − 
  

  

 ללא – DCתדר (נית� לראות בקלות כי איזורי� בעלי ערכי� אחידי� (מהיותו גוזר , HPFהלפלסיא� הינו מסנ� 
  .נעלמי�) שינויי�

  

  : ג� בעזרת הפעולה הבאהHPFנית� לקבל מסנ� 

[ ]
0 0 0 1 1 1 1 1 1

1 1
, 0 1 0 1 1 1 1 8 1

9 9
0 0 0 1 1 1 1 1 1

HPF LPFh m n hδ

− − −     
     = − = − = − −     
     − − −     
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ולכ� מה שנותר הוא , את הסינו� הנמו,) δ, קולבולוציה ע� מסנ� היחידה(פעולה זו מסירה מהתמונה המקורית 
  .תמונת ע� התדרי� הגבוהי�

  חידוד תמונה .4.6
  

  . נשתמש בנגזרת כדי לבצע חידוד של תמונות
  : באזור שפהfנביט בפרופיל של גווני אפור 

  
  :פרופיל הנגזרת באותו אזור

  
  :והנגזרת השנייה

  
  ):fבמקוקו הפונקציה (נקבל אפקט של הדגשת שפה , א� נחסיר מהתמונה המקורית את הנגזרת השנייה

  
  :ומתמטית נית� לקבל אותה כ,, Unsharp-Maskingלפעולה זו קוראי� 

[ ] [ ] [ ]2, , ,g m n f m n f m nα= − ⋅∇  

  :וכבר ראינו שנית� לממש פעולה זו בעזרת קונבולוציה

x

( ) ( )
2

2
f x f x

x

∂
−
∂

x

( )
2

2
f x

x

∂
∂

x

( )f x
x

∂
∂

x

( )f x
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[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( )

[ ]

[ ]

2, , , , ,

0 0 0 0 1 0

, 0 1 0 1 4 1

0 0 0 0 1 0

0 0

, 1 4

0 0

lapg m n f m n f m n f m n m n h

f m n

f m n

α δ α

α

α
α α α

α

= − ⋅∇ = ∗ −

    
    = ∗ − − =    
        

− 
 = ∗ − + − 
 − 

  

  גילוי שפות .4.7
  

  : ראשית נחשב את נגזרתה השנייה,fכדי לגלות שפות בתמונה 

[ ] [ ]2, ,g m n f m n= ∇  

  .  ונבצע פעולת ס-Tלאחר מכ� נגדיר גוו� ס- 
  

  .נקבל פחות איזורי� הנחשבי� שפות, ככל שהס- יהיה גבוה יותר
  

  Wallisמסנ�  .4.8
  

  .לכל איזור פועל בצורה המתאימה לוהוא עובד על איזורי� קטני� ו: זהו מסנ� אדפטיבי לתוכ� התמונה
  
  >להשלי� א� צרי,<
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  שחזור תמונות .5
  

  בעית השחזור .5.1
  

  :פ המודל הבא"ע, נרצה לשחזר תמונה שעברה הפרעה
  

  
א ולכ� ל, במקרה זה יודעי� את העיוות הנוצר.  תיקו� גאמא–כבר ראינו בעבר מערכת שנועדה לקזז הפרעה משודרת 

  .מסוב, לתקנו
  

-De(קובולוציה   אזי לפעולת השחזור קוראי� דה, י קונבולוציה"כלומר מתבצעת ע, LSI היא מערכת Hכאשר 

convolution.(  
  

מסודרי� ) התמונות(והאותות , נציג את הסכמה שלעיל כאשר המערכת הלינארית היא לא יותר מאשר מטריצה
  : עמודה או בסידור שורהבסידור, וקטורב

  
  : היא התמונה שנשמרה בזיכרו� המחשבY היא התמונה המקורית ו Xכאשר 

Y HX N= +  

  .Xוהיינו רוצי� לשחזר את , Nיכול להיות לנו ידע סטטיסטי על הרעש ,  נתוני�H ו Y, במשוואה זו

  .ואת מימדיה, כמו למשל העובדה שערכיה ממשיי� חיוביי�,  אנו יודעי� כמה פרטי�Xעל 
  

  שערו, סטטיסטי .5.2
  

  .Y או Xשערו� כאשר נתוני� לנו נתוני� סטטיסטיי� לגבי התמונות זהו 
  

)נסמ� ב  )XP x את פונקצית צפיפות ההסתברות )PDF – Probability Density Function ( של התמונהX . מרחב

  . 0ההסתברות לקיומה של תמונה מרוכבת היא , לדוגמה. המדג� שלנו הוא בעצ� כל התמונות האפשריות

)נסמ� ב , באותו אופ� )YP y את פונקצית צפיפות ההסתברות של התמונה Y.  

  
פונקצית צפיפות ההסתברותה . Yשאול מה היא ההסתברות לקבלת תמונה נית� ל, Xבהנת� תמונת המקור 

)המתאימה לכ, היא  )| |Y XP y x .כאשר נתונת תמונת התוצאה , באופ� מקבילY , נוכל לבדוק את ההסתברות לקבלת

): Xתמונה מקור  )| |X YP x y.  

  

  )Maximum Likelihood(משער, סבירות מירבית  .5.3
  

  :Xבהנת� תמונת מקור , Yזהו משער, המביא למקסימו� את ההסתברות לקבלת התמונה 

X H +

N

X̂משחזר
Y

[ ],x m n H +

[ ],N m n

[ ]ˆ ,x m n

מערכת מטשטת

רעש

אות מקורי אות משוחזר

משחזר
[ ],y m n
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( )|
ˆ argmax |

ML Y X
X

X P y x=  

  
  אזי, א� אי� רעש

( ) ( )| |
Y X

P y x y Hxδ= −  

  
  : מקד� נרמולcכאשר , 0בעל ממוצע ) רעש לב� גאוסי(ג "נניח כי הרעש הוא רל

( )
2

2 2
exp exp

2 2

T

N

N N

n n n
P n c c

σ σ

      
= − = −   

     
  

  ואז

( ) ( ) ( ) ( ) 2

| 2 2
| exp exp

2 2

T

Y X N

N N

y Hx y Hx y Hx
P y x P y Hx c c

σ σ

   − − −   
= − = − = −   

     

  

yכאשר  Hx−ל , כשיש רעש( והוא התפלגות הרעש –טי  הוא ההפרש בי� האות הנתו� לשערו, הדטרמיניסy יש 

  נקבל).  שהיא בדיוק הסטייה של הרעשHxסטייה מ 

2

2
ˆ argmax exp

2
ML

X N

y Hx
X

σ

 − 
= − 

  

  

  לכ�, והאקספוננט מקסימלי כאשר החזקה מינימלית

{ }2
ˆ argminML

X

X y Hx= −  

נחפש את . Y  נקבל משהו שמאוד דומה לנתו� , Hי מסנ� " כ, שא� נטשטש אותו עXאנחנו מחפשי� , כלומר

  :י גזירה והשוואה לאפס"המינימו� ע

( ) ( )( ) ( )

( )

2

1

0 2

0

ˆ

T
T

T T

T T

T T

ML

y Hx y Hx y Hx H y Hx
x x

H y H Hx

H Hx H y

X H H H y
−

∂ ∂
= − = − − = − −
∂ ∂

⇒ − + =

⇒ =

⇒ =

  

  

)כאשר  ) 1
T TH H H

−
 מתנווני� למקרה של אז,  מטריצה ריבועית והפיכהHא� ו, Hהפיכה של   היא הפסאודו

  מטריצה הופכית

( ) ( )1 1
1 1 1ˆ T T T T

MLX H H H y H H H y H Iy H y
− −− − −= = = =  

  

Tא� 
H H ואז ל ( אינה הפיכהHנגדיר מטריצה: צע רגולריזציהנב, )הפיכה   אי� פסאודו  

( )2TH H H Iε′ = +  

2Tמטריצה .  קט� מאודεכאשר 
H H Iε+ תהיה הפיכה מכיוו� ש T

H H היא מטריצה שהערכי� העצמיי� שלה ה� 

2Tואז הערכי� העצמיי� של , שליליי� אי
H H Iε+ 0 גדולי� ממש מאפס עבורε ≠.  

  

  )MAP) Maximum a-posteriori Probabilityמשער,  .5.4
  

, X, הרעיו� במשער, סטטיסטי זה הוא להתחשב במידע סטטיסטי מוקד� שיש לגבי האות שאותו מנסי� לשחזר

)כלומר ידוע  )XP x.  

  

  :Bayesלפי חוק 
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( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

| ,

|

| ,
|

Y X X X Y

X Y

Y Y

P y x P x P x y
P x y

P y P y
= =  

)מכיוו� ש  )YP y לא תלוי בערכי x ,נקבל כי  

( ) ( ) ( )| |
ˆ argmax | argmax |MAP X Y Y X X

X X

X P x y P y x P x= =  

)נית� לראות שא�  )XP xעל )דע מוקד�י(כלומר אי� ידע פריורי ,  לא ידוע X , ,אנחנו מתנווני� חזרה לשערו

Maximum Likelihood.  
  

)כלומר , xנית� לומר שיש לנו ידע מקדי� על , לדוגמא. אלא פתרו� הנדסי, לבעיה זו אי� פתרו� מתמטי )XP x , ,בכ

או (ושאי� בתמונה פיל אדו� , )כי הפיקסלי� ה� מספרי� ממשיי� חיוביי�(ערכי� שליליי� שהתמונה לא תקבל 
  .או שהתמונה חלקה, )לפחות בסבירות מאוד נמוכה

 רכלומ, י אופרטור לינארי"את פעולת הלפלסיא� נית� לייצג ע. ולכ� נית� להשתמש בלפלסיא�, כ תמונות ה� חלקות"בד
  נשתמש ב, כלומר. Dנסמנה , מטריצת טופלי.

( )
2 22

2 2
exp exp

2 2
X

x D

x Dx
P x c c

σ σ

   ∇   
= − = −   

     

  

  
, מכיוו� שעבור תמונות חלקות, ולראות עד כמה התוצאה קרובה לאפס, עביר את התמונה באופרטור הלפלסיא�נוכל לה

� בתמונה א� יהיו הרבה שינויי. ההסתברות תהיה גבוהה לתמונה זו, פ ההגדרה שלעיל" וע–הלפלסיא� די מתאפס 
  .מה שיקטי� את ההסתברות לתמונה מוצעת זו, נקבל ערכי� גבוהי� ללפלסיא�, המוצעת בתור התמונה המשוחזרת

  נקבל כי, אזי כפי שראינו בפיתוחי� הקודמי�, ג"א� נניח כי הרעש הוא רל

( )
2 2

| 2 2
ˆ argmax | argmax exp exp

2 2
MAP Y X

X X N D

y Hx Dx
X P y x

σ σ

    −    
= = − −    

       

  

  כלומר, ואז יש למזער את הארגומנט של האקספוננטי�
2 2

2 2
ˆ argmin

2 2
MAP

X N D

y Hx Dx
X

σ σ

 − 
= + 

  

  

 הוא גודל Dσ, במודל זה. Nσ לא היה תלוי בשונות הרעש Maximum Likelihoodנשי� לב שהפתרו� במודל 

  .Dσאת נגדיל , )שינויי� חדי�(ככל שנרצה להרשות תמונות משוחזרות ע� נגזרות גבוהות : שבשליטתנו
  

. H שעבר טשטוש xכלומר את , y שיסביר הכי טוב את xרצינו למצוא את ה , Maximum Likelihoodבמודל ה 

  כי, בהמש, לפיתוח שלעיל, נית� לרשו�, MAPבמודל ". קנס"נקבל , yא� התוצאה לא קרובה ל , כלומר

2
2 2

2
ˆ argmin N

MAP
X D

X y Hx Dx
σ
σ

 
= − + 

 
  

נית� , MAPבשיטת ).  שבחרנוDσלפי הקריטריו� (ג� על היות התמונה לא חלקה מספיק " קנס"ואז רואי� כי נקבל 

י הביטוי " בי� דרישת ההתאמה לנתוני� לבי� הדרישה לחלקות עtrade-offלהביא לידי ביטוי את ה 
2

2

N

D

σ
σ

.  

  :י גזירה והשוואה לאפס"נחפש את המינימו� ע

( )

( )

2 2
2 2

2 2

2

2

2

2

1
2

2

0 2 2

0

0

ˆ

T TN N

D D

T TN

D

T T TN

D

T T TN
MAP

D

y Hx Dx H y Hx D Dx
x

H y Hx D Dx

H y H Hx D Dx

X H H D D H y

σ σ
σ σ

σ
σ

σ
σ

σ
σ

−

 ∂
= − + = − − + ∂  

⇒ − − + =

⇒ − + + =

 
⇒ = + 
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במקרה .  לאחר הרגולציהMaximum Likelihoodהמטריציה שיש להפו, כא� מזכירה את המטריצה שקיבלנו בשיטת 

T המטריצה ,הזה
D Dהרעיו� הוא שא� . מבצעת את פעולת הרגולציה T

H Hאזי יש מספר תמונות ,  אינה הפיכה

רויות האלו את התמונה הכי אבל כא� אנחנו בוחרי� מכל האפש, y שיכולות לתת את התמונה הנצפית xמקור 

  .חלקה
  

  .בגלל הבעייתייות הטכנית בהיפו, של מטריצות גדולות, לא משחזרי� תמונות באופ� שתארנו, מעשית
  

  Steepest Descentשימוש ב  .5.4.1
  

  אנחנו מחפשי� את נקודת המינימו� של הביטוי

( )
2

2 2

2

N

D

J x y Hx Dx
σ
σ

= − +  

ואז , נוכל להתסכל על הפונקציה בנקודה מסויימת, ושהיא היחידה, ו�מכיוו� שאנחנו יודעי� שקיימת נקודמת מינימ
  נבצע, באופ� איטרטיבי. בצעדי�, כלומר בכיוו� הפו, לגרדיאנט, בכיוו� היוביל אותנו למינימו�, לזוז לאורכה

( )
1

ˆ

ˆ ˆ

k

k k

x x

J x
x x

x
µ+

=

∂
= −

∂
  

  . הוא גודל הצעד אותו עושי� בכל פע�µכאשר 
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  דחיסת תמונות .6
  

  תורת האינפורמציה .6.1
  

  אינפורמציה .6.1.1

) היא Eההסתברות לאירוע  )0 1P E≤   היא, ביחידות של ביטי�, באירוע Iמידת האינפורמציה . ≥

( )
( )

[ ] ( )[ ]2 2

1
log logI E bits P E bits

P E
= = −  

  .הוא אינו נושא אינפורמציה, ככל שהאירוע וודאי יותר. ת של האירועהוודאו האינפורמציה היא מדד לאי
  

  
  

  ):מתווספת(האינפורמציה היא אדיטיבית , 2E ו 1Eתלויי�   עבור שני אירועי� בלתי

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 2 2 2

1 2 1 2

2 2 1 1

1 2

1 1
, log log

,

1 1
log log

I E E
P E E P E P E

I E I E
P E P E

= = =

= + = +
  

  
  

  אנטרופיה .6.1.2
  :כלומר הערכי� שכל תו מקבל ה� בדידי� וסופיי�. בית סופי כאשר לכל תו אל-,  תווי�kנסתכל במקור הפולט 

{ }0 1

k

i i
A a

=
=  

  :האינפורמציה הממוצעת של המקור הפולט את התויי� הבלתי תלויי�. התווי� ה� בלתי תלויי� ביניה�

( ) ( )( ) ( )
0

2log U U

u A

H u P u P u
∈

= −∑  

  

  דוגמא

  ):הטלת מטבע(מקור בינארי חסר זיכרו� 

( )
( )

1

2 1

U

U

P u p

P u p

= =

= = −
  

  :האנטרופיה

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
0

2 2 2log log 1 log 1U U

u A

H u P u P u p p p p
∈

= − = − − − −∑  

יחידות האנטרופיה ה� 
bits

symbol

 
 
 

.  

  

P

log P−

1
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0pכלומר , במקרה של וודאות מלאה 1p או = ולכ� ג� האנטרופיה שנקבל , לא תהיה אינפורמציה מהמאורעות, =
  :היא אפס

( ) 2 21log 1 0log 0 0H u = − − =  

, במקרה של מטבע הוג�
1

2
p   :ולכ� אנטרופיה מקסימלית, נקבל אינפורמציה מלאה מהאירועי�, =

( ) 2 2 2

1 1 1 1 1
log log log 1

2 2 2 2 2
H u = − − = − =  

  

  
  :באופ� כללי

( ) 20 logH u k≤ ≤  

  
  :ואז מקבלי� אנטרופיה מקסימלית, אי הוודאות מקסימלית, כאשר ההתפלגות היא אחידה

( ) ( )( ) ( )
0 0

2 2 2

1
log log logU U

u A u A

H u P u P u k k
k∈ ∈

= − = − =∑ ∑  

  

 Shannonמשפט ההצפנה של  .6.2
  

  :המשפט

) בעל אנטרופיה uמקור  .1 )H uנית� לייצוג במספר סיביות ממוצע לסימבול הקט� מ  לא ( )H u.  

0εלכל  .2 )קיי� עקרונית אלגורית� דחיסה לקצב נמו, מ ,  קט� כרצוננו< )H u ε+.  

  

בצורה ) מקור לביטי�(חוס אות כלומר כדי לד.  מציב חס� תחתו� לביצועי� של דחיסה משמרתShannonמשפט 

), האנטרופיה שלו, שתשמור על כל המידע )H u ,היא חס� תחתו� למספר הביטי� לסימבול שנצטר, להשתמש בה� .

  .א, אינו מפרט את האלגורית�, המשפט ג� אומר שנית� להתקרב לאותו חס� כרצוננו
  

לא הכרחי כי לכל פיקסל נשתמש מספר ). פיקסל(ממוצע לייצוג סימבול  מספר הביטי� ה–מדובר על הקצב הממוצע 
 הוא –אבל הממוצע המשוקלל של מספר הביטי� הנדרשי� לייצוג כל פיקסל , )קוד הופמ�, לדוגמה(ביטי� אחיד 

  .החס� המדובר
  

  חוסר תלות בי� תווי� .6.2.1
, אבל. באופ� בלתי תלוי) הפיקסלי� בתמונה(פולט סימבולי� ) התמונה שלנו(אמרנו שהמקור , כשדיברנו על אנטרופיה

יש סבירות גבוהה שג� הפיקסל שלידו , א� פיקסל היה כהה: כ יש קשר בי� פיקסלי� שכני�"בד, כשמדובר בתמונה
  .כהה

  

  תלות בי� תווי� .6.2.2
  נביט במקור הפולט סדרה אקראית של וקטורי�

[ ]1 2X x x=  

}כלומר , בית של המקור  ה� חלק מהאל-2x ו 1xכאשר  }1 2 1
,

k

i i
x x a

=
∈.  

P

H

1

2

1
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עדיי� בי� כל . ולכ� קיימת תלות בי� רכיבי הוקטור, נאמר שזוגות המספרי� ה� זוגות של פיקסלי� עוקבי� בתמונה

  .IID = Independent Indentically Distributedכלומר סדרת הוקטורי� היא . תלות יש אי, שני וקטורי�
  

  :ולכ� האנטרופיה במקרה זה, לכל צמד מספרי� יש הסתברות

( ) [ ]( ) ( ) ( )
1 2 1 21 2 , 2 ,

, 1

, log ,
k

x x i j x x i j

i j

H X H x x P a a P a a
=

= = −∑  

)ההסתברות , תלויי�  היו בלתי2x ו 1xא� הפיקסלי� הצמודי�   )
1 2, ,x x i jP a aלת ההסתברויות  היתה מכפ

( ) ( )
1 2x i x jP a P a ,י שימוש בחק "ע. א, לא כ, הדברBayesנקבל   

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 2 1

1 2 1 2 1

1 2 1 1 2 2 1

, 2 |

, 1

, 2 2 |

, 1

, 2 , 2 |

, 1 , 1

, log |

, log log |

, log , log |

k

x x i j x i x x j i

i j

k

x x i j x i x x j i

i j

k k

x x i j x i x x i j x x j i

i j i j

H X P a a P a P a a

P a a P a P a a

P a a P a P a a P a a

=

=

= =

= −

= − +

= − −

∑

∑

∑ ∑

  

  :נפתח את הסכו� הראשו�

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 1 2 1 1

1 1 2 1 1 1

1 , 2 | 2

1 1 1 1

2 | 2 1

1 1 1

1

, log | log

log | log

k k k k

x x i j x i x i x x j i x i

i j i j

k k k

x i x i x x j i x i x i

i j i

S P a a P a P a P a a P a

P a P a P a a P a P a H x

= = = =

= = =

= − = −

= − = − =

∑∑ ∑∑

∑ ∑ ∑
�������	������


  

  :נפתח את הסכו� השני

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 2 1 1 2 1 2 1

1 2 1 2 1 1

2 , 2 | | 2 |

1 1 1 1

| 2 | 2 1 2 1

1 1 1

, log | | log |

| log | | |

k k k k

x x i j x x j i x i x x j i x x j i

i j i j

k k k

x i x x j i x x j i x i i

i j i

S P a a P a a P a P a a P a a

P a P a a P a a P a H x x a H x x

= = = =

= = =

= − = −

 
= − = = = 

 

∑∑ ∑∑

∑ ∑ ∑
  

  כלומר

( ) [ ]( ) ( ) ( )1 2 1 2 1|H X H x x H x H x x= = +  

  כאשר ידוע כי

( ) ( )2 2 1|H x H x x≥  

)מכיוו� ש , אינטאיטיבית )2H x 2 היא מדד לחוסר הוודאות של הפיקסל השניx , אז( ) ( )2 2 1|H x H x x≥ מכיוו� 

יתקבל ,  בלתי תלויי�כאשר כל הפיקסלי�. חוסר הוודאות לגבי הפיקסל השני קט�, שבהינת� הפיקסל הראשו�
  . השוויו�

  

)אזי , מכיוו� שלכל הפיקסלי� אותה סטטיסטירה ) ( )1 2H x H x= ,ולכ� קיבלנו  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 1| 2H X H x H x x H x H x H x= + ≤ + =  

  
  .נוכל להשתמש בפחות ביטי�, פ משפט הצפינה"וע, נטפל במידע ע� פחות אנטרופיה, א� נקודד זוגות פיקסלי�, לכ�

  
  ונקבל,  תווי�Nצאה שלעיל עבור מקור הפולט  את התונכליל

( ) ( )
1

N

n

n

H X H x
=

≤∑  
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  דחיסה לא משמרת .6.3
  

  :מערכת כללית לדחיסה ופריסה מחדש של המידע הדחוס נראית כ,

  
  .המידע הנפרס לאחר הדחיסה זהה למידע המקורי, כאשר הדחיסה משמרת

)נוכל להגדיר מדד לעיוות המתרחש, אחרת )ˆ,d x x ,כלומר , ונרצה שהעיוות הממוצע( )ˆ,E d x x   לא יעבור חס� 

  :נציג את פונקציית קצב עיוות. מסויי�

  
 ).כמות הביטי� לסימבול(יה של קצב האינפורמציה מתארת את העיוות במידע כפונקצ) תמיד קמורה ממש(פונקציה זו 

  . אינפורמציה השווה לאנטרופיה של המקורבנצטר, להתשמש בקצ, א� לא נרצה עיוות כלל, כאמור
  

נראה כי ככל שנבצע . ונוסי- לעיוות, נוריד את מספר הביטי� לייצוג הסימבולי�, ככל שנבצע קוונטיזציה גסה יותר
  .אבל בעצ� יש חס� תחתו� לכמות הביטי� שצרי, כדי לייצג סימבול, העיוות יגדל, תרקוונטיזציה גסה יותר ויו

כ,  (64נבחר רמת אפור . כאשר לקוונטייזר רמת ייצוג אחת,  רמות אפור128נבצע קוונטיזציה לתמונה בעלת , לדוגמא
נו תמונה ע� רמת אפור קיבל). 0העיוות הממוצע המחושב יהיה קט� יותר מאשר א� היינו בוחרי� את רמת האפור 

כל , יש רמה של קוונטיזציה שמעבר לה אי� טע� להסתכל על העיוות, כלומר. ולכ� איבדנו את כל האינפורמציה, אחת
  .אל האינפורמציה כבר אבדה לנו

  

  קידוד תמונות .6.4
  

  :דרכי� להורדת אנטרופיה
  

  Huffmanוד ידק .6.4.1
  :אלגורית� הקידוד

  .כל סימבול יהיה עלה בע. שאנחנו נבנה כעת. סדר יורדסדר את ההסברויות לקבלת כל סימבול ב .1

 :כל עוד יש יותר מצומת אחד .2

חבר את שני הצמתי� בעלי ההסתברויות הנמוכות ביותר לצומת חדש אשר ההסברות שלו הוא סכו�  •
 .ההסברויות של שני הצמתי� שחיברנו

 .לענ- העליו� החדש' 0'לענ- התחתו� החדש וסיבית ' 1'הקצה סיבית  •

  .כאשר מתחילי� משורש הע., ד לכל סימבול הוא הסיביות הרשומות על כל ענ- בדר, לעלה שלוהקו .3
 

 ניצול פילוג לא אחיד .6.4.2
  . האנטרופיה גדולה יותר, ראינו כי ככל שהפילוג אחיד יותר

  

  ניצול תלות בי� פיקסלי� סמוכי� .6.4.3
  

  :נשתמש במערכת הבאה ליצירת הסימבולי�
  

D

R

maxD

H

x x̂דחיסה פריסה
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1, כלומר החזאי לפיקסל הראשו� הוא אפס(ונשמור את ערכו , את הפיקסל הראשו� לא נדחוס 0x נשתמש בער, . )�=

. וכל פיקסל ישמש חזאי לפיקסל הבא בתור, כ, נמשי,. הפיקסל הראשו� כדי לחזות את הער, של הפיקסל השני

, ne, את ערכי ההפרשי�. 0נקבל פילוג צר יחסית סביב ה . נה המקוריתנגזרת של הפילוג של התמולהפילוג שנקבל זהה 

 צר יותר בכניסה למקודד פילוגיצרנו מכיוו� ש). י קידוד הופמ�"ע, למשל, הקידוד יכול להתבצע(נעביר למקודד 

 דחיסה משמרת (Lossless עדיי� במצב ,וכ, נית� לשמור את הנתוני�, נהקט) חוסר הוודאות(האנטרופיה , הסימבולי�
  .בעזרת פחות ביטי� לפיקסל, ) ללא איבוד אינפורמציה–
  

בתמונה בגודל , כאשר אנחנו כרגע שומרי� את ערכו של הפיקסל השביעי, כ, יראו ערכי הפיקסלי� בתמונה המקורית
4 5×:  

  

2nx −  3nx − 4nx − 5nx − 6nx − 

      nx  1nx −  

          

          

  
  

ח ממוצע בי� ניק, א� במקו� להסתמ, רק על הפיקסל הקוד� בתור חזאי, נוכל לחזות באופ� אולי יותר יעיל
 עבור המטריצה .וניקח את הממוצע הזה בתור חזאי,  שסמוכי� לפיקסל החדש שעליו מסתכלי�קודמי�הפיקסלי� ה

6ניקח את הממוצע , שלעיל 5 1

3

n n nx x x− − −+ +
  .nx כדי לשער, את ערכו של 

  
  :ות מערכת פריסה מתאימהיש לבנ, קידדנו את הפיקסלי� בצורת הפרשי�מכיוו� ש

  
השגיאה היא בעצ� (שגיאה ליש להוסי- , כדי לחשב את הפיקסל השני. הפיקסל הראשו� נתו� לנו ללא הדחיסה

נסכו� את ער, הפיקסל ,  לחישוב כל פיקסל–כ, הלאה .  את ער, הפיקסל הראשו�)הסימבול שקודדנו בתהלי, הקידוד
  .וד� ע� השגיאה של הפיקסל הנוכחיקמשוחזר הה
  

י ציפו- ההיסטוגרמה של "ע)  לכל סימבולביטי� שיש לקודדהממוצע של מספר האת (עד כא� הקטנו את האנטרופיה 

  .Losslessולכ� זוהי דחיסת , פעולות אלו לא גרמו לאיבוד מידע, כאמור. המקור
  

י קוונטיזציה של רמות האפור "ע, במחיר איבוד מידעוזאת , להוריד עוד את קצב האינפורמציהכעת אנחנו רוצי� 
  .י ביצוע ההפרשי�"המתקבלות לאחר ציפו- ההיסטוגרמה ע

  
הנחנו בעצ� שהפיקסל הקוד� שוחזר , כאשר לקחנו את הפיקסל הקוד� להיות הער, החזוי של הפיקסל הנוכחי

 כלומר ה� כוללי� את –הייצוג א, זה לא המקרה כאשר הערכי� המשוחזרי� של הפיקסלי� ה� רמות , במדיוק
שגיאות הקוונטיזציה , נפעיל את אותו השחזור שהגדרנו מקוד� על האות שעבר קוונטיזציהא� . שגיאת הקוונטיזציה

התמונה המשוחזרת כבר לא תהיה ) לאחר שחזור של מספר פיקסלי� לא גדול(ומהר מאוד , תווספו לתהלי, השחזורי
  .דומה למקור

+
  פורס

Symbol Decoder

1
ˆ

n nx x −=�

Symbol
ne

ˆ
nx

nx
+

  מקודד

Symbol Encoder

1n nx x −=�

−

Symbol
ne
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  DPCM – Differencial Pulse Code Modulationטיזציה חיזוי כולל קוונ .6.4.4
  

 :דחיסה

  
יש להוסי- לשגיאת , כדי לחשב את הפיקסל השני .ולא נבצע עליו קוונטיזציה, את הפיקסל הראשו� לא נדחוס

ˆ, הקוונטיזציה
ne ,נחשב את ההפרש בי� הפיקסל הנוכחי , חישוב כל פיקסל ל–כ, הלאה . את ער, הפיקסל הראשו�

הוא סכו� של ער, הפיקסל הקוד� ע� שגיאת הקוונטיזציה , �nx, החזאי לפיקסל הנוכחי. לבי� החזאי לפיקסל הנוכחי

  של הפיקסל הקוד�
.  

  . נותר זהה לתהלי, בו לא ביצענו קוונטיזציהפריסהתהלי, ה
  

 לות מערכת הראייה האנושיתמגבניצול  .6.5
  

  . לקבל וקטור מקדמי� אשר נית� בעזרתו לשחזר את התמונה המקורית, בעזרת התמרה לינארית מתאימה, נית�
כ, שתבוצע קוונטיזציה גסה , נבצע קוונטיזציה לוקטור המקדמי�, כדי לנצל את מגבלות מערכת הראייה האנושית

  .וקוונטיזציה עדינה למקדמי� שהעי� רגישה אליה� יותר, למקדמי� שמערכת הראייה פחות רגישה אליה�
  
  

nx
+

  מקודד

Symbol Encoder

1nx −

−

Symbol
ne

קוונטייזר
ˆ

ne

+
1 1

ˆ
n n nx x e− −= +�
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 התמרות .7
  

  התמרה ספרבילית .7.1
  מערכת לינארית תקרא ספרבילית כאשר

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

1 2

1 2

, , , ,

, , ,

k r

k r

g m n h m k h n r f k r

h m k h n r f k r

∞ ∞

=−∞ =−∞

∞ ∞

=−∞ =−∞

=

 
=  

 

∑ ∑

∑ ∑
  

  .נית� לסכו� בנפרד על העמודות ועל השורות, כלומר
  

   כ, את הקשר בי� תמונת הכניסה לתמונת היציאהנית� לכתוב, כשהמערכת ספרבילית

  1 2M M N N

T

M N M Ng H f H
× ×× ×= ⋅ ⋅  

  :ובסידור לקסיקורגפי
rs rs

MN MNg H f×=  

  אזי, וא� המערכת ספרבילית

1 2H H H= ⊗  

  או בצורה

2 1,cs cs
g Hf H H H= = ⊗� �  

1כאשר  2H H= ,  נקבלH H=�.  

  

 מספר פעולות כפל .7.1.1

M ב תכדי לכפול שורה אח Nf 2N ע� עמודה אחת ב × N
H

×
2יש לבצע , 

N2כ "לכ� יש לבצע סה,  כפלי�
MNכפלי� .  

1Mעבור ההכפלה ב  M
H

×
2 נקבל עוד 

M Nלסיכו� יש ,  פעולות( )2 2
MN M N MN M N+ = +.  

MNנצטר, להכפיל את , א� נתעל� מהספרביליות MNH rs ב ×
f , יש צור, ב( )2

MN.  

ואז נכפול פי , נעדי- לנצל את הספרביליותואז 
( )

( )2

MN M N M N

MNMN

+ +
  .  פחות פעמי�=

  
  

 התמרות יוניטריות .7.2
  

  :כלומר מטריצה המקיימת את התכונה הבאה,  יוניטריתAי מטריצה "זוהי התמרה ע

( )1
T

HA A A− ∗= �  

וקטור מקדמי הייצוג , vכלומר עבור תמונה המיוצגת בסידור לקסיקוגרפי . י ההכפלה במטריצה"הפעלת ההתמרה ע

  במרחב ההתמרה הוא, שלה
u Av=  

  :וההתמרה ההפוכה
H

v A u=  

  :נכתוב את ההתמרה ההפוכה בצורה שונה

1 1

2 2

1 2

1 1

MN

MN MNMN MNMN MN

v u

v u

a a a

v u
× ××

         
         
         
         =
         
         
                  

� � �

�  �

� �� � �

  

  מקבלי� כי. A ה� עמודות מטריצת ההתמרה ka, כלומר
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1

MN

k k

k

v u a
=

= ⋅∑  

} כסכו� של תמונות בסיס vנית� לכתוב את התמונה המקורית , כלומר }
1

MN

k k
a

=
.  

  
  :נית� לראות שמתקיי� משפט פרסבל

( ) ( )22 2H
H H H Hu Av Av Av v A Av v Iv v v v= = = = = =  

  

  ביליתהתמרה יוניטרית ספר .7.3
  

  :ראינו שמערכת היא ספרבילית כאשר נית� לרשו�
T

M N M M M N M Mg C f D× × × ×= ⋅ ⋅  

  :נית� למצוא את ההתמרה ההפוכה,  יוניטריותD ו Cכאשר 

H
f C gD

∗=  

  
  ואז נית� לכתוב ג�

( )rs H rsf C D g∗= ⊗  

Hוכמוב� במימוש הפעולה נעדי- לנצל את הספרביליות ולבצע את (
f C gD

∗=.(  

  

  כמכפלת קרוניקר2D-DFDתאור  .7.3.1
  

  :מימד  בדוDFDהגדרת התמרת 

[ ] [ ]{ } [ ]
1 1

0 0

, 2 , ,
M N

mk nr

M N

m n

F k r D DFT f m n f m n W W
− −

− −

= =

= − =∑∑  

  כאשר
2

j
N

NW e

π

=  

  .קל לראות שזאת פעולה ספרבילית
  

M נגדיר שתי מטריצות בגודל N×:  

{ }
{ }

,

,

mk

M M
m k

mk

N N
m k

W W

W W

−

−

=

=
  

  מכיוו� שהמטריצות סימטריות 

{ } { }
{ } { }

, ,

, ,

mk km

M M M M
m k k m

mk km

N N N N
m k k m

W W W W

W W W W

− −

− −

= = =

= = =
  

  כלומר
T

M M

T

N N

W W

W W

=

=
  

  ואז נית� לכתוב

M NF W fW=  

  ואז,  היא התמונה בתחו� התדרFכאשר 

( )rs rs

M NF W W f= ⊗  

  :וההתמרה ההפוכה

1
M Nf W FW

MN

∗ ∗=  

  :ובסידור לקסיקוגרפי
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( )1rs rs

M Nf W W F
MN

∗ ∗= ⊗  

כאשר הפקטור 
1

MN
 –כלומר .  באנרגיות של התמונה בי� מישור המקו� למישור התדרהיחסאת " לתק�" קיי� כדי 

  :יוניטרית, נוכל להגדיר התמרה דומה. התמרה זו אינה יוניטרית

1

1

M M

N N

W W
M

W W
N

=

=

�

�
  

  :ונקבל התמרה יוניטרית

M N M NF W fW f W FW
∗ ∗= ⇒ =� � � � �  

  

)ראינו כי מספר פעולות הכפל כאשר מנצלי� את ספרביליות ההתמרה הוא  )MN M N+ , אבל במקרה של התמרת

DFTורית� נית� להתשמש באלג,  דו מימדיתFFT2ובכ, לקבל סיבוכיות של ,  הידועlogMN MN.  

  

  DCT – Discrete Cosine Transformהתמרת  .7.4
  

  :י"המוגדרת ע, זוהי התמרה יוניטרית ספרבילית

{ } ( ),

1
, 0

2 12
cos ,

2

N
k n

k
N

C
n k

else
N N

π

 =


=   +    

  

  :י"הפעלת ההתמרה ע

( ) ( ) ( ) ( )M M N N

T

M NM N M N
F C f C

× ×× ×=  

  :התמרה ההפוכההו
T

M Nf C FC=  

0kעבור , השורה הראשונה(תדר הקוסינוס גדל , משורה לשורה יש תזוזה בפאזה של , כמו כ�). קבועה, =
2

k

N

π
 משורה 

  .לשורה
. כבותפונקציות בסיס שהינ� מעריכיות מרובה מטילי� את התמונה על , התמרה זו מזכירה את התמרה פורייה

  :DFT ל DCTהשוואה בי� 

  א, אי� שינוי בפאזה,  התדר גדל משורה לשורהDFTג� ב  •

• DFTבעוד ,  מרוכבתDCTממשית  

  ולכ� יוניטריות, בשתי ההתמרות המטריצות ה� אורתונורמליות •
  

  :נביט בהתמרה ההפוכה
T

M Nf C FC=  

 0ובשאר הפיקסלי� , F בהתמרה 1יש לשי� פיקסל אחד בעל ער, ,  תמונות הבסיסMNא� נרצה לקבל את אחת מ 

  . כלומר הל�–
  

 אז –כמו אקספוננטי� שראינו בהתמרת פורייה , פונקציות קוסינוס אינ� פונקציות עצמיות של פעולת הקונבולוציה

 על תמונות DCTמסתבר שכשמבצעי� התמרת ? ייצג תמונותמדוע כדי בכל זאת להשתמש בפונקציות אלו כדי ל
כ, נית� לבצע . אז רוב האנרגיה נדחסת במעט איברי� בפינה השמאלית עליונה של תמונת ההתמרה, טבעיות

. )י קוונטיזציה גסה בחלקי� בתחו� זה"ע (ולוותר על רוב תחו� התדרי�, קוונטיזציה עדינה על אותו חלק חיוני

 DFTמקבלי� כתוצאה מהקוונטיזציה קט� יותר מאשר א� היינו עושי� קוונטיזציה על התמרת מסתבר שהעיוות ש
  .של אותה תמונה

  

  :JPGתק� תהלי, הדחיסה ב
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8 מתבצעת על בלוקי� לא חופפי� בגודל של 2D-DFTפעולת ה  , אה טובה יותרי חלוקה לבלוקי� מקבלי� תוצ"ע. ×8

  .וכ, נית� לטפל בכל בלוק בהתא� לאנרגיות שבו, מכיוו� שיש אזורי� שה� שפות ואזורי� שה� חלקי�
  

  Hadamardהתמרת  .7.5
  

  .2nבאור, ) וקטורי�(לאותות , זוהי התמרה ספרבילית

12עבור וקטור באור,    המטריצת ההתמרה הינ, =2

1

1 11

1 12
H

 
=  − 

  

  :פ כלל רקורסיבי" היותר גדולות עHadamardנית� לבנות את מטריצות 

1 1n nH H H −= ⊗  

  למשל

2 1 1

1 1 1 1 1 1 1 11 1

1 1 1 1 1 1 1 12 21 1

1 1 1 121 1 1 12 1 1

1 1 1 11 1 1 12 2

H H H

      
      − − − −      = ⊗ = =   − −   
 −      − −− −       

  

  

  :)2Hלדוגמא עבור  (שתי השיטות לחישוב ההתמרה ה�, מכיוו� שזוהי פעולה ספרבילית

2

1 1

rs

rs

T

U H u

U H uH

=

=
  

  

 –והשני הוא שפעולות ההכפלה ה� מאוד פשוטות , DFTהיתרו� הראשו� הוא שאי� הכפלה במספרי� ממשיי� כמו ב 
  .−1 או ב 1כפל ב 

  

  Haarהתמרת  .7.6
  

  .DWT – Discrete Wavelets Transformשמ� המלא או ב, Waveletsיש עול� של� של התמרות הנקראות התמרות 
  

  .DWT היא מקרה פרטי של התמרת Haarהתמרת 
  

  :י ההתמרה"נתמיר זוג איברי� ע

1 11

1 12

 
 − 

  

  ונקבל

1 11 1

1 12 2

a a b

b a b

+     
=     − −     

  

a, כאשר האיבר הראשו� שקיבלנו b+ , מייצג מסנ�LPF) והאיבר השני, ) ממוצעביצוע של ,a b− , מייצגHPF 
  ).הפרש(
  

  .כלומר זוהי התמרה ספרבילית, ואז על עמודות,  פועלה על שורות בנפרדHaarהתמרת 
  

]נפעיל את ההתמרה  ]1
1 1

2
  :כלומר,  בבלוקי� על שורה בתמונה

קוונטיזציה
f

2D-DFT
  בבלוקי�

F
 מקודד



46 

 .י אבי בנדל" נכתב ע.סיכו� הקורס,  עיבוד וניתוח תמונות046200

[ ]

[ ]

[ ]

1
1 1

2

1
1 1

2

1
1 1

2

a

b

c

d

e

f

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

  

]מהוקטור , כלומר ]Ta b c d e f נייצר את האיברי� [ ]1

2

T
a b c d e f+ + הפעולה הזו שקולה . +

]) המטשטש(לביצוע קונבולוציה ע� המסנ�  ]1
1 1

2
 Downsamplingכלומר ביצוע , כל איבר שני" זריקת"ואז , 

  . 2בפקטור ) דילול(
  

]:  המתאי� שראינו מקוד�HPFמסנ� ה , � המסנ� שניע, כעת נבצע אותה פעולה ]1
1 1

2
−.  

  :קיבלנו, לסיכו�

  
  

  . הוא וקטור הממוצעי� המקומיי�cווקטור ,  הוא וקטור ההפרשי� המקומיי�dוקטור 

a,נית� לשחזר את  כלומר –עולה זו הפיכה נשי� לב שפ bמידיעת הממוצעי� וההפרשי� שלה� .  

h,המסנני�  g אות� אנחנו בוחני� ה� אלו הספציפיי� להתמרת Haar , התמרותDWT אחרות מתעסקות ע� 
  .מסנני� שוני�

כלומר לוקטור המתקבל מסינו� בלוקי� (ורסיבי לתחו� התדרי� הנמו, נמשי, לבצע את המהל, המתואר באופ� רק

LPF( ,ונקבל  

  
  

ובחלוקה השנייה מבצעי� את אותה החלוקה , קיבלנו חלוקה לתדרי� גבוהי� ותדרי� נמוכי�, בחלוקה הראשונה
  .לתדרי� הנמוכי� שקיבלנו מהחלוקה הראשונה

 

HPF 2↓

1Mv ×

 

LPF 2↓

1
2

Md
×

 

HPF 2↓

 

LPF 2↓

1
4

Me
×

1
4

Mf
×

 

HPF 

[ ]1
1 1

2
g = −

2↓

1Mv ×

 

LPF 2↓

[ ]1
1 1

2
h =

1
2

Md
×

1
2

Mc
×
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סמ, וקטור התדרי� הכי נמוכי� לראות   כלומר נית� על,  של התמונהMultiscaleאפשרות לייצוג יתרו� ההתמרה הוא 
  .התמונה תהיה יותר חדה, כשמוסיפי� מידע לגבי התדרי� היותר גבוהי�. תמונה קטנה מייצגת של התמונה המקורית
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  יתמטנספח מ .8
  

  מימדיות התמרות פורייה דו .8.1
  

  פונקציות שימושיות .8.1.1
  פונקציה  מס

1  ( )
1

1,
rect 2

0,

x
x

else

 ≤
= 


  

2  ( )
1, 0

sgn 0, 0

1, 0

x

x x

x

>


= =
− <

  

3  ( ) sin
sinc

x
x

x

π
π

=  

4  ( ) ( )comb
n

x x nδ
∞

=−∞

= −∑  

5  ( )
1 , 1

tri
0,

x x
x

else

 − ≤
= 


  

  

  תכונות ההתמרה .8.1.2
  נוסחה  תכונה  מס

    ( ) ( ), ,
F

f x y F u v→  

)  דואליות  1 ) ( ), ,
F

F x y g u v→ − −  

2      
3      
4      
5      
6      
7      
8      
9      
10      
11      
12      
13     
14     

  

  התמרות ידועות .8.1.3
  

  התמרת פוריה רציפה  אות בזמ� רצי-  מס

1  ( ),x yδ  1  

2  ( )0 0,x x y yδ − −  ( ){ }0 0exp 2 j x u y vπ− +  

3  ( ){ }0 0exp 2 j xu yvπ +  ( )0 0,u u u uδ − −  

4  ( ){ }2 2exp x yπ− +  ( ){ }2 2exp u vπ− +  

5  ( )rect ,x y  ( )sinc ,u v  

6  ( )tri ,x y  ( )2sinc ,u v  

7  ( )comb ,x y  ( )comb ,u v  
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8      
9      
10      
11      
12      
13     
14     

  

  זהויות טריגונומטריות .8.2
  

( )cos cos cos sin sinα β α β α β+ = −  

  

  פונקצית דלתא .8.3
( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0 0 0

0 0 0

,

1

x x y y x x y y

x
x x x x x

δ δ δ

δ δ α α δ α
α α

− − = − −

   − = − = −   
   

  

  מטריצותחשבו�  .8.4

( ) ( )

1

2

1

det det

a b d b
A A

c d c aad bc

kA k A

− −   
= ⇒ =   −−   

=

  

  :מטריצה סימטרית היא זו המקיימת
T

A A=  

  :מטריצה הרמיטית היא מטריצה סימטרית וממשית

( )T

A A∗ =  

  .למטריצה זו ערכי� עצמיי� ממשיי�
  

  :ABCDלמת 

( ) ( ) 11
1 1 1 1 1A BCD A A B C DA B DA

−− − − − − −− = + −  

  

  הסתברות .8.5
  

  הגדרת הסתברות מותנית .8.5.1

( ) ( )
( )

Pr
Pr |

Pr

A B
A B

B

∩
�  

  Bayesחוק  .8.5.2

( ) ( ) ( )
( )

Pr | Pr
Pr |

Pr

B A A
A B

B
=  

  משתנה אקראי גאוסי .8.5.3

( ) ( ) ( )2

22

1
~ , exp

22
X

x
X N P x

µ
µ σ

σπσ

 − 
⇒ = − 

  
  

  כאשר

[ ] ( )2 2,E X E Xµ µ σ = − =   

  וקטור אקראי גאוסי .8.5.4

( ) ( )
( )

( ) ( )1

1 1
~ , exp

22 det

T

n X
n

X N P x x xµ µ µ
π

×
 Λ ⇒ = − − Λ − 
 Λ

  

  כאשר
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[ ] ( ) ( ),
T

E X E X Xµ µ µ = Λ = − −  
  

  

  טרנספורמציה של משתני� אקראיי� .8.5.5

) PDF בעל פונקצית Xא "נתו� מ )XP x .נתונה טרנספורמציה , כמו כ�( )Y T X= . כאשרTמתקיי�,  מונוטונית  

( ) ( )
( )

( )1

X

Y

x T y

P x
P y

T x −=

=
′

  

1י� ב  xנסמ� את אות� ה , yני� ער, י� שנות xכלומר קיימי� מספר ,  אינה מונוטוניתTא�  2, ,...,
n

x x x ,ואז:  

( ) ( )
( )

( )11

1

i

n

Y X i

i i x T y

P y P x
T x −= =

=
′∑  

  

  של מטריצות) Lexicographic(סידור לקסיקורפי  .8.6
    

,  עמודותN שורות ו Mבעלות (מימדיות   הדוAמאוד שימושי למפות את המטריצה , למע� פשטות הטיפול בתמונות

Mכלומר במימד  N× ( ,המייצגת את התמונה שלנו לוקטור עמודה אחד ארו) ,באורMN , כלומר מימדו יהיה
1MN × .(  
  

  )Column Stack(סידור עמודות  .8.6.1

  :csA ומניחי� אות� זו מתחת לזו בוקטור Aאנחנו לוקחי� את כל עמודות , בסידור זה

1,1

2,1

,1

1,2

1,1 1,2 1,

2,2

2,1

,2

,1 ,

1,

2,

,

M

N

cs

M

M M N

N

N

M N

a

a

a

a
a a a

a
a

A A

a
a a

a

a

a

 
 
 
 
 
 
 
  
  
  = ⇒ =
  
  
  
 
 
 
 
 
 
  

�



� �
�

� � �

 
�

�

  

  

  )Row Stack(סידור שורות  .8.6.2
, כדי שיהיו בצורת עמודה, Transposeמבצעי� על כל אחד מה� פעולת  , �A את כל שורות אנחנו לוקחי, בסידור זה

  :rsAומניחי� אות� זו מתחת לזו בוקטור 
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1,1

1,2

1,

2,1

1,1 1,2 1,

2,2

2,1

2,

,1 ,

,1

,2

,

N

N

rs

N

M M N

M

M

M N

a

a

a

a
a a a

a
a

A A

a
a a

a

a

a

 
 
 
 
 
 
 
  
  
  = ⇒ =
  
  
  
 
 
 
 
 
 
  

�



� �
�

� � �

 
�

�

  

  מטריצות מיוחדות .8.7
  

  )Toeplitz(מטריצת טופלי.  .8.7.1
  

Mעבור מטריצה . שווי�, אשר לאור, אלכסו� כלשהו, איבריהזוהי מטריצה אשר כל  NT   :נית� לנסח זאת כ,, ×

[ ] [ ]
0 1

1, 1 , ,
0 1

m M
T m n T m n

n N

≤ ≤ −
+ + = 

≤ ≤ −
  

Mבמטריצת טופלי.  NT 1N יכולי� להיות × M+   . ערכי� שוני�−

  :לדוגמא

0 1

1 0

1

1 0

N

M N

M

t t

t t
T

t

t t

− +

×
−

−

 
 
 =
 
 
 



�

� �

 

  

  
  :המציג כי איברי המטריצה תלויי� רק בהפרש בי� אינדקס השורה לעמודה, ובניסוח אחר

[ ], ,m n iT m n t t−= ∈�  

  

  דוגמא

  :עבור שני האותות

  
[ ]
[ ]

, 0,..., 1

, 0,..., 1

x n n M

h n n N

= −

= −
   

  :מימדית שלה�  חד) בשונה מקונבולוציה ציקלית(נביט בקונבולוציה לינארית 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
1 1

0 0

N M

k k

y n h n x n h k x n k x k h n k
− −

= =

= ∗ = − = −∑ ∑  

  :נרצה לבטא את פקולת הקונבולוציה בעזרת כפל מטריצה
y Tx=  

]לכ� אי� לנו בעיה להשתמש באידקסי� מחו. לתחו� , Nהאותות באור,  ]0, 1N  פשוט נאפס את האיברי�   −

  נבחי� בכ, ש. באינדקסי� אלו
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[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

0 0 0

1 0 1 1 0

2 0 2 1 1 2 0

y x h

y x h x h

y x h x h x h

=

= +

= + +

�

  

  :נגדיר שני וקטורי עמודה

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

0 1 1

0 1 1

T

T

y y y y N M

x x x x M

 = + − 

 = − 




  

  
  :ואז נית� לכתוב את פעולת הקונבלוציה בעזרת המשוואה המטריצית

( ) ( ) 11 1 1 MM N M N M
y T x ×+ − × + − ×=  

  
  :כאשר המטריצה המתאימה לייצג את פעולת הקונבולוציה היא מטריצת טופלי.

( )

[ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

[ ]

1

0 0 0 0

1 0 0 0

2 0 0 0

1 0

0 0

0 1

2

0

0 0 0 0 1

M N M

h

h h

h h

h N
T

h

h

h

h N

+ − ×

 
 
 
 
 
 
 −
 =
 
 
 
 
 
 
 − 

 

� � � �

�

�

� �

� � �

� � �



  

  מרכלו

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

[ ]

[ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

[ ]

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

[ ]

0 0 0 0 0

1 1 0 0 0

2 2 0 0 0 0

3 1

4 1 0 2

0 0 3

0 1

2 1

0

1 0 0 0 0 1

y h

y h h

y h h x

y x

y h N x

h x

h

h x M

x N M h N

   
   
   
     
     
     
     −
   =  
     
     
     

−      
   
   
   + − −   

 

� � � �

�

�

� � �

� � � �

� � �



  

  

  מטריצה סיבובית .8.7.2
  

Nזוהי מטרציה ריבועית . מטריצה זו היא מקרה פרטי של מטריצת טופלי. NC  של 1 אשר כל שורה בה היא הזזה ב ×

  :נית� לנסח את חוקיות ערכי האיברי� כ,). נאמר שהשורה הראשונה היא העוג�(השורה שמעליה 

[ ] ( )mod
,

m n N
C m n c −=  

  
י "באופ� מקביל לייצוג פעולת הקונבולוציה הלינארית ע, מטריצה זו משמשת בייצוג של פעולת קונבולוציה ציקלית

  . מטריצת טופלי.
  

  :עבור שני האותות

  
[ ]
[ ]

, 0,..., 1

, 0,..., 1

x n n N

h n n N

= −

= −
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  :מימדית שלה� נביט בקונבולוציה ציקלית חד

[ ] [ ] [ ] [ ] ( )
1

0

mod
M

k

y n h n x n x k h n k N
−

=

 = ∗ = − ∑  

  :באופ� הבא, י מטריצה"קונבולוציה זאת ניתנת לייצוג ע

[ ]
[ ]

[ ]

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

[ ]
[ ]

[ ]
1 1

0 0 1 1 0

1 1 0 1 1

1 1 1 0 1
N N N N

y h h h N x

y h N h h x

y N h h N h x N
× × ×

     −
     −     = ⋅
     
     

− − −          

� � �
  

 

  מטריצת בלוקי� .8.7.3
  

כאשר כל המטריצות , קטנה יותר, זוהי מטריצה אשר מייצגי� כל קבוצת איברי� שלה בתור מטריצה בפני עצמה
Pה� בגודל זהה ) בלוקי�(הקטנות  Q×) א� מטריצת הבלוקי� ). בסיסמימד הBכ " בנוייה מסהM שורות של 

MPכ מימד מטריצת הבלוקי� יהיה "סה,  עמודות של בלוקי�Nבלוקי� ו  NQ×:  

1,1 1,2 1,

2,1

,1 ,

N

M M N MP NQ

A A A

A
B

A A
×

 
 
 =
 
 
  



�

� � �

 

 

  
  טופלי. קמטריצת בלו .8.7.4

  
כלומר א� עבור כל , י הקשר של מטריצת טופלי."המוגדר ע, Bא� יש שיוו� בי� הבלוקי� של מטריצת טופלי. 

i,הבלוקי�  jA של Bמתקיי�   

,i j i jA A −=  

  טופלי.  תקרא מטריצת בלוקBאזי המטריצה 

  

  טופלי. כפולה מטריצת בלוק .8.7.5
  

i,, טופלי.  כפולה א� כל בלוק שלה  תיקרא מטריצת בלוקBטופלי.  מטריצת בלוק jA ,.הוא מטריצת טופלי  

  . לא חייבת להיות ג� היא מטריצת טופלי.Bכלומר , .יש לשי� לב שמטריצה כזו אינה בהכרח מטריצת טופלי

  

Mניקח תמונה  NX Pע� גרעי� ) מימדית דו(ונבצע איתה קונבולוציה  × QH ×:  

( ) ( )1 1

cs cs

P Q M NM P N Q
Y H X× ×+ − × + − = ∗  

csנמפה את התמונה לוקטור עמודות 
X .מימדית של התמונה   את פעולת הקונבולוציה הדוcs

X ע� גרעי� H , לקבלת

csהתמונה 
Y ,טופלי. כפולה י פעולה לינארית של מטריצה מסוג בלוק"נית� לייצג ע:  

0

1 0

1

1

1 1 0

0 0 0

0 0

0

0 0

cs cs

N Q

N Q

T

T T

T
Y X

T

T T T

+ −

+ −

 
 
 
 

=  
 
 
 
  

 

� � �

� � �

� � � �



  

) הוא iTגדלי הבלוקי�  )1M P M+ −   הוא , H, טופלי. כולה וגודל מטריצת הבלוק, ×

( )( )( ) ( )1 1M P N Q M N+ − + − × ⋅  

  

  סיבובית מטריצה בלוק .8.7.6
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i,, אשר הבלוקי� שלה, Bזוהי מטריצת בלוקי�  jAמקיימי� את תכונת הסיבוביות :  

( ), modi j i j N
A A −=  

  

  סיבובית כפולה מטריצה בלוק .8.7.7
  

i,, אשר הבלוקי� שלה, Bסיבובית  זוהי מטריצת בלוק jAה� מטריצות סיבוביות .  

  .מימדיות יצוג של פעולות קונבולוציה ציקלית דומטריצות מסוג זה משמות בי
  

  הופכית מטריצה פסאודו .8.7.8
  

Nלמטריצה ריבועית  NA 1אשר מסומנת ,  יכולה להיות מטריצה הופכית×

N NA
−
×.  

Mלמטריצות  NB   ):Pseudo-Inverse(פכית הו מגדירי� מטריצה פסאודו,  שאינ� ריבועיות×

( ) 1
1 T T

M NB B B B
−−

× �  

  .אשר כמוב� לא תמיד קיימת
  

  מכפלת קרוניקר .8.8
  

 בי� מטריצה Cמכפלת קרוניקר 
1 2M MA  למטריצה ×

1 2N NB כאשר הבלוקי� הוא , C היא יצירת של מטריצת בלוקי� ×

מטריצות 
1 2N NB  מוכפלות באיברי מטריצה ×

1 2M MA Cומסומנת , × A B= ⊗:  

[ ]{ }

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]

2

1 1 2

1,1 1,1 1,

,

,1 ,

a B a B a M B

C A B a m n B

a M B a M M B

 ⋅ ⋅ ⋅
 
 = ⊗ = ⋅ =
 
 

⋅ ⋅  

  

  
  :תכונות

Aכלומר , מכפלת קרוניקר אינה קומוטטיבית B B A⊗ ≠ ⊗  

( )A B C A C B C+ ⊗ = ⊗ + ⊗  

( ) ( )A B C A B C⊗ ⊗ = ⊗ ⊗  

( ) ( ) ( ): A B A B A Bα α α α∀ ∈ ⊗ = ⊗ = ⊗�  

( )T
T TA B A B⊗ = ⊗  

( )( )A B C D AC BD⊗ ⊗ = ⊗  

( ) 1
1 1A B A B

− − −⊗ = ⊗  

( ) ( )( )A B A I I B⊗ = ⊗ ⊗  

  
  
  

  א של וקטורי� ומטריצות"חדו .8.9
  

  הגדרות .8.9.1
  

  .מודההוקטורי� ה� וקטורי ע

כלומר , xלפי סקלר yנגזרת של וקטור  .1
y

x

∂

∂
 n שלו הוא נגזרת האיבר ה nהוא וקטור אשר האיבר ה , 

כלומר  , x לפי הסקלר ,yבוקטור 
[ ]y n

x

∂

∂
.  
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כלומר , x לפי וקטור yנגזרת של סקלר  .2
y

x

∂
∂

 לפי yשל הסקלר  שלו הוא נגזרת nהוא וקטור אשר האיבר ה , 

כלומר , x של הוקטור nהאיבר ה 
[ ]
y

x n

∂
∂

. 

כלומר , x לפי סקלר yנגזרת של מטריצה  .3
y

x

∂

∂
]היא מטריצה אשר האיבר ה ,  ],m n שלה הוא נגזרת האיבר 

]ה  ],m n במטריצה y , לפי הסקלרx ,  כלומר
[ ],y m n

x

∂

∂
. 

כלומר , x לפי מטריצה yנגזרת של סקלר  .4
y

x

∂
∂

]היא מטריצה אשר האיבר ה ,  ],m nהסקלר   שלה הוא נגזרת

y לפי האיבר ה  [ ],m n במטריצה x ,  כלומר
[ ],

y

x m n

∂
∂

.  

הנגזרת   .5

Ty

x

∂

∂
]היא מטריצה אשר האיבר ה ,  ],m n שלה הוא נגזרת האיבר ה n בוקטור y , לפי האיבר הm 

כלומר , xבוקטור 
[ ]
[ ]

y m

x n

∂

∂
.  

  
  
  

  תוצאות .8.9.2

( ) ( )T Ta x x a a
x x

∂ ∂
= =

∂ ∂
  

( ) ( )T Tx Ax A A x
x

∂
= +

∂
  

yz z

x x y

∂∂ ∂
=

∂ ∂ ∂
  

בדר, כלל 
yz z

x y x

∂∂ ∂
≠

∂ ∂ ∂
  

T TA x x A A
x x

∂ ∂
= =

∂ ∂
  

( ) ( ) ( )2
T

TAx b Ax b A Ax b
x

∂
+ + = +

∂
  

( ) ( ) ( )( )T
T TAx b C Ax b A C C Ax b

x

∂
+ + = + +

∂
  

( ) ( ) ( ) ( )T
T TAx b Dx e A Dx e D Ax b

x

∂
+ + = + + +

∂
  

( ) ( ) ( ) ( )T
T T TAx b C Dx e A C Dx e D C Ax b

x

∂
+ + = + + +

∂
  

  
  


