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 הער� שרבע מהמקרי� קטני� ממנו או שווי� – תחתו�/רבעו� ראשו�
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 .מעגלי� כלפי מטה
 ).ער� הנפו� ביותר( הער� של המשתנה הנחקר בעל התדירות הגבוהה ביותר – שכיח

 :מדדי פיזור
 .הממוצעמודדת את הפיזור של ערכי הסדרה הסטטיסטית סביב –שונות
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3: מהתצפיות המרכזיות50% בו מרוכזות :רבעוני%חו� בי�ת 1IQR Q Q= −.   

LIF, UIF :1.5 ( 1 3)step Q Q= ⋅ − 1LIF Q step= −3UIF Q step= +  

  בניית טבלת שכיחויות

 עבור כל ער� במדג� Xערכי ) מספר(נמנה את השכיחות . 1
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  . ת יחסית מצטברת עבור כל קטגוריהישוב שכיחות מצטברת ושכיחוח. 3
  

  .חזרה על קומבינטוריקה בסיסית
  

  :חוק הסכו� 

� ב1א� אפשר לבחור איבר מסוג  n1 ב2איבר מסוג ,   אופני� � n2  אופני�   ,… ,  

�   בkאיבר מסוג    nkאזי לבחירת בדיוק איבר אחד מבי"  , והקבוצות זרות,     אופני�

k1     סוגי העצמי� יש 2 ... kn n n+ +  .אופני� +

  :חוק הכפל

   . n1 הוא  1מספר האפשרויות לבחור איבר מסוג  :נניח כי

   ... .2n הוא  2מספר האפשרויות לבחור איבר מסוג 

   .nk הוא  kמספר האפשרויות לבחור איבר מסוג 

כ� שיהיה ,  איברי�kאזי מספר האפשרויות לבחירת קבוצה בת , והקבוצות זרות

1הוא   ,אחד מכל סוגאיבר  2* *...* kn n n.  

  :חליפות

, rוקטור סדור באור�  ). הניתני� להבדלה(  איברי� שוני�  nנתונה קבוצה של  

 �  rנקרא חליפה של  , ל ושכל רכיביו שוני� זה מזה" האיברי� הנnשאבריו מתו
�  ).n ) n< rאיברי� מתו

                                      :מספר החליפות
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  :תמורות

  . איברי�nשל ) פרמוטציה( נקראת תמורה n מתו� nחליפה של 

)                                  :מספר התמורות , ) !P n n n=  

 
  :צירופי�

   )n  < r   <   0(  איברי� rתת קבוצה של קבוצה זו בעלת .  איברי�nנתונה קבוצה של 

 . איברי�n  מתו�  rנקראת  צירו� של)  אי" חשיבות לסדר האיברי� בתת קבוצה(
 :מספר הצירופי�

                   
!

( , )
!( ) !

r

n

n n
C n r C

r r n r

 
= = =   − 

                                   

  :תמורות ע� חזרות

   ...,2  עצמי� זהי�  מסוג  2q   ,1  עצמי� זהי�  מסוג  q1  :נתוני�

qk זהי�  מסוג    עצמי�k,  ש �  ,  q 1  + q 2  + q 3  +  …  + q k   =   n: כ

 :מספר התמורות של העצמי� האלו הוא, אזי
!
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  :חליפות ע� חזרות

 rרוצי� לבחור . לא הגבלה בכמות העצמי� מכל סוג שהואל,  סוגי עצמי�nנתוני� 
אזי מספר האפשרויות ). r <    nתכ"   שימו לב כי יי. (כשיש חשיבות הבחירה, מתוכ�
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  :צירופי� ע� חזרות

 rרוצי� לבחור . ללא הגבלה בכמות העצמי� מכל סוג שהוא,  סוגי עצמי�nתוני� נ
  :  מספר האפשרויות הוא. כאשר אי" חשיבות לסדר הבחירה ,עצמי� מתוכ�
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�   כדורי� זהי�   לrהבעיה שקולה לבעית חלוקת  כי , שימו לב nתאי� שוני� .  
  

  2ד� עזר 
  תורת הסתברות

  :הגדרות
 הוא ניסוי שאי" לדעת בוודאות מראש את תוצאתו אלא קיי� מרחב של � ניסוי מקרי

  .תוצאות אפשריות

 של הניסוי  אוס� כל התוצאות האפשריות– הקבוצה הכוללת � Ω מרחב מדג�
  .המקרי

�איבר ב( תוצאה בודדת של מרחב המדג� � iω מאורע פשוטΩ.(  

�קבוצה חלקית ל( אוס� של מאורעות פשוטי� �) …, A) B ,Cמאורע Ω.(  

� )מוכלת(קבוצה חלקית A B⊂� Aתת �� מוכלת בB) Aשל קבוצה  B ( א� כל איבר

  .B הוא איבר של Aשל 

)  מנקודות המרחבאחתשהיא ( א� תוצאת הניסוי קורה Aאנו אומרי� שמאורע 

�שייכת ל A.  

� Aמאורע משלי� למאורע  cA �� כל האיברי� בΩשאינ� שייכי� ל � A.  

  . אינו כולל א� איבר�)  קבוצה ריקה  (∅ מאורע ריק

  :פעולות בי� מאורעות

� איחוד A B∪ �� כל האיברי� שה� או ב Aאו ב � Bאו בשתי הקבוצות .  

�� חיתו A B∩ �� כל האיברי� שה� ג� ב Aוג� ב � B.  
אזי הקבוצות , אי" לה" איברי� משותפי�כלומר , א� החיתו� בי" הקבוצות הוא ריק* 

  .זרותנקראות 

c: ה� מאורעות זרי�cA והמאורע המשלי� לו Aמאורע 
A A∩ = ∅  

� וAהאיחוד בי" מאורעות cAהוא מרחב המדג� : cA A∪ = Ω  

� הפרש \A B �� כל האיברי� שה� ב Aלא ב �� א B: \
c

A B A B= ∩  

  
  כללי פעולות בי� הקבוצות

A         :חוק החילו� B B A∪ = ∪A B B A∩ = ∩  

)         :חוק הפילוג ) ( ) ( )A B C A B A C∩ ∪ = ∩ ∪ ∩ 

                             ( ) ( ) ( )A B C A B A C∪ ∩ = ∪ ∩ ∪ 

)     :מורג"�חוקי דה )c c C
A B A B∩ = ∪  ( )c c C

A B A B∪ = ∩  

  
  הסתברות מותנית

�כ� ש,  מאורעAיהיה ( ) 0P A  בהינת" Bההסתברות המותנית של מאורע . <
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  נוסחת הכפל

� וAיהיו Bש �� מאורעות כ( ) 0P A >.  

ידוע כי  
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P B A
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  : מאורעות3בדומה עבור 

( ) ( / ) ( ) ( / ) ( / ) ( )P A B C P C B A P B A P C B A P B A P A∩ ∩ = ∩ ∩ = ∩  

� וAשר כא :הערה* B מאורעות זרי� ( ) 0P A B∩ =  

  
  נוסחת ההסתברות השלמה

,...,יהיו 
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:  מאורעות2עבור 
_ __ _ _

( ) ( / ) ( ) ( / ) ( )P B P B A P A P B A P A= +. 

  נוסחת בייס

 מאורע כלשהו בעל Bיהיה , באות� התנאי� של נוסחת ההסתברות השלמה
  :אזי, הסתברות חיובית
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  דיאגרמת ע)
 .כל פיצול מתייחס לשלב ניסוי מסוי�* 
 .1סכו� ההסתברויות בכל פיצול שווה ל * 
  ההסתברות המתאימה לכל ענ� היא ההסתברות המותנית בהינת" המאורעות* 
  קודמי�המתאימי� לענפי� ה   
  

  פונקצית הסתברות

} : אוס� המאורעות הפשוטי�� Ωיהי מרחב המדג�  }, ,...
1 2
ω ωΩ =  

)לכל מאורע פשוט נצמיד מספר  )P ω הנקרא ההסתברות של מאורע ω:  

( )0 1P ω≤   .ω לכל ≥

( )0 1P A≤ אוס� המאורעות (  הוא מאורע כלשהו במרחב המדג� Aכאשר , ≥

) ).הפשוטי� ) 1P Ω = ,( ) 0P ∅ =. 

  
  )מרחב סימטרי בדיד(הסתברות %מרחב מדג� סופי ושווה

ב זה הסתברות כאשר לכל המאורעות הפשוטי� במרח�מרחב מדג� סופי נקרא שווה
  :יש אותה הסתברות להתרחש

( ) ( ) ( )
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1 1
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P P P n

n
ω ω ω= = = =

Ω
  

) :במרחב סימטרי בדיד מתקיי� ) ( )
( )

#

#

A
P A =

Ω
  

  מרחב מדג� סימטרי רצי�
השטחי� השווי� בגודל� \ מרחב רצי� שבו לכל הקטעי�–מרחב מדג� סימטרי רצי� 

 :במרחב סימטרי רצי� מתקיי�. הסתברות שווה להתקבל
( )
( )

( )
S A

P A
S

=
Ω

  

  חוקי� בחישוב ההסתברות
 :הסתברות האיחוד של שני מאורעות זרי�

( ) ( ) ( )P A B P A P B∪ = +  

  .cA והמאורע המשלי� לו Aחישוב הסתברות האיחוד של מאורע : מקרה פרטי

( ) 1 ( )
c

P A P A= −  

 : זרי�הסתברות האיחוד של שני מאורעות לא

( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B∪ = + − ∩ 

 :הסתברות האיחוד של שלושה מאורעות לא זרי�

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A B C P A P B P C P A B P B C P A C P A B C∪ ∪ = + + − ∩ − ∩ − ∩ + ∩ ∩  

  3ד� עזר 
  אי תלות של מאורעות

�ו A.  מאורעות במרחב ההסתברות A, Bיהיו B מאורעות" יקראו�א� " תלויי��בלתי

): קיי� השוויו" ) ( ) ( )P A B P A P B∩ = תלות בי" שני מאורעות מושג אי  .             ⋅

� בלתי תלוי בA –הוא סימטרי B וג� Bבלתי תלוי ב �A.  
  

  : מאורעות3אי תלות עבור 

A ,B ,Cמאורעות בלתי תלויי� א� מתקיימי� התנאי� הבאי� :  
  

( ) ( ) ( )P A B P A P B∩ = ⋅   ( ) ( ) ( )P A C P A P C∩ = ⋅  

  

( ) ( ) ( )P B C P B P C∩ = ⋅    ( ) ( ) ( ) ( )P A B C P A P B P C∩ ∩ = ⋅ ⋅  

  

  :דל בי� זרי� לבלתי תלויי�הב

Aו �Bזרי�  :( ) 0P B A∩ = Aו �Bת" ב :( ) ( ) ( )P A B P A P B∩ = ⋅  

  
  :טבלה מסכמת
  ל"בת  תלויי�  זרי�
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 משתני� מקריי�

 המתאימה לכל נקודה  X = x(w)הפונקציה . רות נתו" מרחב ההסתב–  מקריהמשתנ

wבמרחב המדג�   Ωמקריהמשתנ(מ " נקראת מ ( 

 א� הוא מקבל סדרה סופית או בת מ בדיד"מ יקרא Xמ " מ�  בדיד מקריהמשתנ
  .מניה של ערכי�

  
  :מ בדיד"פונקצית הסתברות עבור מ

xהפונקציה   R, P(X  x)  P ( )x x∈ =   .X מ"בור מפונקצית הסתברות ע נקראת =

) :הערה ) 1P xx
x

=∑  

  :מ בדיד"פונקצית התפלגות מצטברת עבור מ

F: המוגדרת על ידי , Fx(x)הפונקציה   ( )  P ( )  P(X )x x
i:X x

i

x x x
i

= = ≤∑
≤

  

נקראת פונקצית התפלגות מצטברת של , )x קט" או שווה למספר Xמ "הסתברות שמ(

  .x'  בנקXמ "מ
  

  :תכונות פונקצית ההתפלגות

1. 0 ( ) 1F x
X

≤  .x∈ℜ לכל ≥

)הפונקציה  .2 )F x
Xמונוטונית לא יורדת ב � x ,כלומר:  

א� 
1 2

x x< ,  אז( ) ( )
1 2

F x F x
X X

≤. 

3. lim ( ) 0
0

0
F x

Xx
=

→−∞
 ,lim ( ) 1

0
0

F x
Xx

=
→∞

. 

)א� נתונה : הערה )P x
X

) נית" לחשב ממנה את  )F x
X

.  

)א� נתונה  )F x
X

 :( ) ( ) ( 1)P x F x F x
X X X

= − פונקצית , כלומר , −

  .ההסתברות שווה לפונקצית ההתפלגות פחות פונקצית ההתפלגות בנקודה שלפני
  

  מ בדיד"תוחלת של מ

,מ המקבל ערכי� " מXיהי  ,
1 2

x x xn… בהסתברויות 

( ), ( ), , ( )
1 2

P x P x P xnX X X
:  י" מוגדרת עXאזי התוחלת של ,  בהתאמה…

( ) ( )E X x P xi Xx
= ∑
∈Ω

  . היא מרחב המצבי�Ωכאשר   , 

  :תכונות התוחלת

) ,aעבור קבוע . 1 )E a a=  

2 .( ) ( )E aX aE X=  

3 .( ) ( )E X a E X a+ = +  

4.( ) ( )E aX b aE X b+ = +  

5 .( ) ( ) ( )Eg X g X P X x= ⋅ =∑  

,א�  . 6
1

X X
K

מ "סדרה של מ…

:  כלשה� אזי

( ) ( ) ( )1 2 1
E X X X E X E XnK

+ + = + +… …

  
  שונות

)מ מסומנת על ידי "שונות של מ. שונות הִנה מדד לפיזור )Var X או על ידי ( )V X.  

: הגדרה תיאורטית של שונות
2

var( ) ( )X E X E X = −  .  

2: נוסחת העבודה 2
( ) ( ) ( )Var X E X E X= −  

): סטיית תק� ) ( )X Var Xσ =  

  :תכונות של שונות

1 .( ) 0Var X ≥ 

2 .( ) 0Var a = 

3 .2
( ) ( )Var a X a Var X⋅ = ⋅ 

4 .( ) ( )Var a X Var X+ = 

  

� וXא�  .5 Yאזי בלתי תלויי�מ " מ 

( ) ( ) ( )Var X Y Var X Var Y+ = + 

� וXא� . 6 Yאזי בלתי תלויי�מ " מ 

( ) ( ) ( )Var X Y Var X Var Y− = + 

  

  

  4ד� עזר 

  pפונקצית התפלגות ברנולי ע� פרמטר 

� א� הניסוי הצליח ו1 מקבל X.  להצלחהpמבצעי� ניסוי ברנולי ע� הסתברות  0 
  :אזי. אחרת

1

( ) 0

0

p x

p x q x
X

otherwise

 =


= =



  X~Ber(p):    ומסמני�

E(X): תוחלת  p= ושונות  :( )Var X p q= ⋅  

 p,nפונקצית התפלגות בינומית ע� פרמטרי� 

Xמ שסופר את מספר ההצלחות ב" מ� n ניסויי ברנולי בלתי תלויי� ע� הסתברות p 
  :אזי, להצלחה

0,1,...,
( )

0

n x n x
p q x n

p x x
X

otherwise

  − =  =  



~ :   ומסמני� ( , )X Bin n p   

E(X) :אז התוחלת שלו היא ) בינומי (X~Bin(n,p)א�  n p= ⋅   

) :השונות שלו היא )Var X n p q= ⋅ ⋅  

  



 

 p פרמטר פונקצית התפלגות גיאומטרית ע�

Xברנולי בלתי מ שסופר את מספר הניסויי� עד להצלחה הראשונה בסדרת ניסויי" מ 

  :אזי,  להצלחהpתלויי� ע� הסתברות 

1 1, 2,3,...
( )

0

xq p x
p x

X
otherwise

− == 


 X~Geo(p)א� . X~Geo(p):    ומסמני�

1E(X): אז) גיאומטרי(
p

=, q
Var(X) 2p

= . ( 0) 0P x = =  

( ) nP x n q> = ( ) 1 nP x n q≤ =   :תכונת חוסר הזכרו",  −

( / ) ( ) ( / ) ( )1n nP x n k x k P x n pq P x n k x k P x n q= + > = = = > + > = > =−  

 λλλλר פונקצית התפלגות פואסונית ע� פרמט

X �  :מ פואסוני מונה אירועי� לאור� זמ" " מ
  

0,1, 2,...
( ) !

0

x
e

x
p x xX

otherwise

λλ−
 == 



~: �    ומסמני ( )X Pois λ 

 

~א�  ( )X Pois λ) אז) פואסוני :( ) ( )Var X E X λ=   :יחידת זמ"�tעבור    .=

( )
( )

!

x t
t e

P X x
x

λλ −⋅
= =( ) ( )E x V x tλ= =  

   בינומית שליליתהתפלגות
  .m'  אנו מקבלי� הצלחה מסkבשלב . m ניסויי� עד הצלחה 'סמ

}מנייה �רחב המדג� ב"נתו" מ , 1,...}m mΩ =  ועליו מוגדרת מידת +

 ) מסוי�mעבור : (ההסתברות

k 1 m k-mp q ,
m 1(k)

0,

k m

otherwise

 −
≥  −Ρ =  




  

0 :כאשר p 1, q 1-p< ≤ = .( )
m

E x
p

=
2

( )
mq

V x
p

=  

  בינומי שלילי מודל

� עד להצלחה הת" סידרה של ניסויי ברנולי במבצעי� m �  .ית

�ת לכ� שההצלחה ה ההסתברוא"ז, ניסוי� kההסתברות שיהיו בדיוק  m � תתקבלית 

�בדיוק בניסיו" הk היא P(k) .   
  

   היפר גיאומטריתהתפלגות

� ושחורי� Dמתוכ� , כדורי� N נמצאי� בכד D�N מוציאי� . לבני�n כדורי� 

 כדורי� kההסתברויות שבי" הכדורי� שהוצאו נמצאי� . החזרהבאקראי וללא 
  : שחורי� היא

D N D

k n k

N

n

   −
     −  

 
  
 

  

 :מיוחדי�פרופורציה 
R

p
N

=( )E x np=  

1
( ) (1 )

1

n
V x npq

N

−
= −

−
  

  
  
  תפלגות מולטינומיתה

 תוצאות אפשריות כ� kלכל ניסוי קיימות . ת " ניסויי� ב nמבצעי� : הגדרה

:  ומתקיי�pi היא iלתוצאה  שההסתברות
i

k
p 1

i 1

=∑

=

  

Xi – מציי" את מספר התוצאות מסוג iשהתקבלו ב � nניסויי� X=( X1,X2,…,Xk)  

  X∼Multi(n,p1,p2,…,pk) :אזי

(X n ,X n ,...,X n )
1 1 2 2 k k

kn! n1 n2 nkp p ... p         ,if   n n
n ! n ! ... n ! 1 2 k ii 1
1 2 k

0                                              ,else

P = = = =


 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =∑

⋅ ⋅ ⋅ =





 

  :התפלגות אחידה בדידה
  

  )X~Uni[a,b]) a<b  :סימו"
  

{ 1
, ..,

1( )
0

x a b
b ap x

X otherwise

=− +=  

  

2( 1) 1
( )        ( )

2 12

a b b a
E X Var X

+ − + −
= =  

  
 5ד� עזר 

  :משתנה מקרי רצי�
  צפיפות  פונקצית

) צפיפות  י פונקצית"משתנה מקרי רצי� מאופיי" ע )f x
X

  : המקיימת

1.   ( ) 0f x
X

≥                      2. ( ) 1f t dt
X

∞
=∫

−∞
  

  עבור משתנה מקרי רצי�

( ) 0P X x= 0�מ רצי� שווה ל"ההסתברות לקבל ער� נקודתי מסוי� של מ, כלומר(=(  

( ) ( )
b

P a X b f x dx
Xa

≤ ≤ = ∫ 

  פונקצית התפלגות מצטברת

: היא פונקציה Xהתפלגות מצטברת של ' פונק. מ" מXיהי  [0,1]F R
X

 המוגדרת →

):י "ע ) ( )F x P X x
X

= ≤  

):             רצי� Xעבור  ) ( ) ( )
x

F x P X x f t dt
X X

= < = ∫
−∞

 

  :חישוב הסתברות בעזרת פונקציית התפלגות מצטברת

( ) ( ) ( )P a X b F b F a
X X

< < = −  

  :מ רצי�"תוחלת של מ

( ) ( )E X x f x dx
X

∞
= ⋅∫
−∞

  

  :מ רצי� פרט ל" עבור ממ בדיד נכונות ג�"תכונות התוחלת של מ

( ( )) ( ) ( )
x

E g X g x f x dx
X

= ⋅∫
−∞

  

2        :מ רצי�"שונות של מ 2( ) ( ) ( )Var X E X E X= −  

  :משתני� מקריי� רציפי� מיוחדי�
  :התפלגות אחידה רציפה

  )X~U(a,b)) a<b  :סימו"

1        a
b-a( )

0       otherwise

2( )
( )        ( )

2 12

x b
f x
X

b aa bE X Var X








< <
=

−+= =
  

  :)אקספוננציאלית(התפלגות מעריכית 

  )ל התפלגותש" הקצב" נקרא X~exp(λ) )   λ  :סימו"

       0
( )

0       otherwise

1 1( )         ( )
2

( ) ( )  

( ) ( ) 1

xe x
f x
X

E X Var X

x aP X a f x dx e dx e
Xa a

aF X P X a ex

λλ

λ λ
λ λλ

λ







− ≥=

= =

∞ ∞ − −> = = =∫ ∫

−= < = −
  

  
  

  

  :התפלגות נורמלית

2~ ( , )X N µ σ
  

2( )
1 22( )

2

x

f x e x
X

µ
σ

π σ

−−
= −∞< <∞

⋅
      

( )

2( )

E X

Var X

µ

σ

=

=
  

  :מ נורמלי סטנדרטי" מ–מקרה פרטי של התפלגות נורמלית 

~ (0,1)Z N
 �ע� תוחלת מ מתפלג נורמלית " מ

0µ =
 ושונות 

2 1σ =
  

  
 מעבר להתפלגות –תקנו� משתנה נורמלי (חישוב הסתברות בהתפלגות נורמלית 

  ):נורמלית סטנדרטית

א� 
2~ ( , )X N µ σ

אזי , 
~ (0,1)

X
Z N

µ
σ
−=

  

( ) ( )
a a

F X P X a P Zx
µ µϕσ σ

   
   
   
   

− −= < = < =
  
  :חישוב הסתברות בהתפלגות נורמלית סטנדרטית

( ) ( )P Z z zϕ< =
0�מאחר שההסתברות סימטרית סביב ה, :  

( ) 1 ( ) 1 ( ) ( ) ( )P Z z P Z z z z P Z zϕ ϕ> = − < = − = − = <−
  

( ) ( ) ( )
1 2 2 1

P z Z z z zφ φ≤ ≤ = −( ) ( )Z z zφ φ≥ − =
  

  :סימו�

zt � t.של  ) סתברותה( שמשמאלו שטח Z ער� של 

:הערה
1

z zt t
= −    מתקיי� בגלל הסימטריה של התפלגות נורמלית סטנדרטית−

  

2� ידוע וt  כאשר Xחישוב ער- 
~ ( , )X N µ σ:  

2~ ( , ), ~ (0,1),

*

X
X N Z N

X zt t

µµ σ σ
µ σ

−=

= +
  

  

 6ד� עזר 
  :המש- התפלגות נורמאלית

  לפי סטיות תק") ציר הסימטריה(אחוזי ההתפלגות הנורמאלית מסביב לממוצע 

68.2%

2 95.4%

3 99.6%

3.5 99.8%

µ σ

µ σ

µ σ

µ σ

 ± = 

 ± = 

 ± = 

 ± = 
  

  

 משפט הגבול המרכזי 

  . σ2 ושונות µ ע� תוחלת  י� שווי התפלגותבלתי תלוימ " מX1,X2,…,Xn :יהיו •

    נגדיר 
1

1

n
X Xn in i

= ∑
=

(0,1)     :אזי, 
X n

N
nn

µ

σ

−
⇒
→∞

� זאת כיוו" ש  , Xn 

תפלג כמו משתנה מקרי מהתפלגות  מבקירוב 
2

( , )N
n

σ
µ כלומר   

( ) ( )
X n

P a an
n

µ

σ

−
≤ →Φ→∞)  ק בבפועל נסתפ: הערה� n>=30( 

  

)כאשר ( )aΦמ נורמאלי" פונקצית התפלגות מצטברת של מ�סטנדרטי וערכה ייקבע 

  )לפי הטבלה

   באופ" שקול א� נגדיר  •
1

n
S Xn i

i
= ∑
=

(0,1)         :אזי, 
S nn

N
nn

µ

σ

−
⇒
→∞

  

 Sn2:   נורמאלי ע� הפרמטרי� מתפלג בקירוב כמו משתנה מקרי( , )N n nµ σ  

 7ד� עזר 
  קירוב נורמלי להתפלגות בינומית

  

~א�  ( , )X Bin n p ,עבור , אזי לפי משפט הגבול המרכזיn מספיק גדול )np>5:(  

~ ( , )
X np

X N np npq Z
npq

−
⇒ =  

  משתנה מקרי דו  מימדי

מימדי על מרחב המדג�  יקרא משתנה מקרי דו (X,Y)הזוג . Ωיהי נתו" מרחב מדג� 

Ω.  

)  x, yיהי פונקצית ההסתברות המשותפת לכל  , )P X x Y y= מ דו מימדי "של מ=

(X,Y).   

 בעזרת טבלה (X,Y)מ דו מימדי  " נהוג להציג את ההתפלגות המשותפת של מ:הערה
  :מימדית  כדלקמ"�דו

( )P x
X

)     ,Xשל ) שולית( הסתברות –  )P y
Y

 �  Yשל ) שולית( הסתברות 

( ) ( , ) ( ) ( , )P x P x y P y P x y
X Yy x

= =∑ ∑  

P(X)  … Yj … Y2 Y1  

P(X1)      X1 

P(X2)      X2 

      … 

P(Xi)  P(X=Xi,Y=Yj)    Xi 

      … 

1  P(Yj)   P(Y2)  P(Y1) P(Y) 

  :y=Y   בהינת�Xפונקצית ההסתברות המותנית של 

( , )
( / )

( )

P X x Y y
P X x Y y

P Y y

= =
= = =

=
 

  

  :x=X בהינת� Yפונקצית ההסתברות המותנית של 

( , )
( / )

( )

P X x Y y
P Y y X x

P X x

= =
= = =

=
  

  חוק הכפל

( , ) ( ) * ( / ) ( ) * ( / )P X x Y y P x P Y y X x P y P X x Y y
X Y

= = = = = = = = 

  מימדי%מ דו"שונות משותפת של מ

� "Xיהי  Yמ המוגדרי� על אותו מרחב מדג� " מΩ.  
� וXשונות משותפת של Y מוגדרת על ידי : 

( , ) (( ( ) * ( ( )))Cov X Y E X E X Y E Y= − −  

)או   , ) ( * ) ( ) * ( )Cov X Y E X Y E X E Y= −  

  :תכונות שונות משותפת

) :שונות המשותפת היא סימטרית. 1 , ) ( , )Cov X Y Cov Y X=  

2.( , ) ( )Cov X X Var X=  

): מספרי� קבועי� אז a,b,c,dא�.3 , ) ( , )Cov aX b cY d acCov X Y+ + =  

  : אזΩמ המוגדרי� על אותו מרחב " מ X,Y,Z א� .4

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

Cov X Y Z Cov X Y Cov X Z

Cov X Y Z Cov X Z Cov Y Z

+ = +

+ = +
  

  :מ" סכו� והפרש של מ תוחלת ושונות של

  : אזΩמ מוגדרי� על אותו מרחב " מX,Yיהי 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 2 ( , )

E X Y E X E Y

Var X Y Var X Var Y Cov X Y

± = ±

± = + ±
  

:תכמו שראינו ברגרסיה ליניארי     :מקד� המתא�
( , )

( , )
( ) ( )

Cov X Y
X Y

x y
ρ

σ σ
=  

  :y,xמתקיי� לכל  ת א� " ה� בY% וXמשתני� מקריי� בדידי� 

( , ) ( ) * ( )P X x Y y P X x P Y y= = = = =  

  :משתני� מקריי� בלתי מתואמי�

  .Ωמ מוגדרי� על אותו מרחב " מX,Yיהי : הגדרה
X,Y י א� לא קיי� בניה� קשר ליניארבלתי מתואמי�.  

         :כלומר
( , ) 0

( * ) ( )* ( )

( ) ( ) ( ) ( )

Cov X Y or

E X Y E X E Y

Var X Y Var X Y VaR X Var Y

=

=

+ = − = +

  

  :הערות

1 .( , ) 1X Yρ �ו X א� =Y תתליי� ליניארי  

  :השונות המשותפת קובעת את סימו" מקד� המתא�. 2

( , ) 0 ( , ) 0

( , ) 0 ( , ) 0

X Y Cov X Y

X Y Cov X Y

ρ

ρ

> ⇔ >

< ⇔ <
  

  

  8ד� עזר 

  אמידה נקודתית
  . אוס� פריטי� עליה� מעונייני� במידע מסוי�– אוכלוסייה

  . אוס� חלקי של פריטי� מהאוכלוסייה– מדג�

) מספר קבוע המאפיי" את האוכלוסייה – פרמטר )θ.  

  . ער� הנית" לחישוב מנתוני המדג�– סטטיסטי

)ˆ סטטיסטי המשמש לאמידת פרמטר – אמד )θ.  

  . הער� המספרי של האמד– אומד"

)ˆ :א� קיי�, θ לפרמטר אמד חסר הטיה ייקרא θ̂אמד  )E θ θ=.  

ˆ :י"והטייתו ניתנת עאמד מוטה הוא , רתחא ˆ( ) ( )Bias Eθ θ θ= −.  

  .נעדי� אמד חסר הטיה על אמד מוטה

שגיאה ריבועית ממוצעת 

( )MSE:2 2ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) [ ( )]MSE E Var Biasθ θ θ θ θ= − = +.  

  . מינימליMSEנעדי� את האמד בעל  

מוטה ובעל  נמו� יותר הוא עדי� על אמד שאינו MSEא� האמד מוטה ובעל  : הערה

MSEגבוה יותר  .  

   :מתקיי�, θ הוא אמד חסר הטיה לפרמטר θ̂א� : הערה

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) 0MSE Var Biasθ θ θ= ⇐ =.  

XSE : ידועהxσסטיית התק" של הממוצע כאשר
X n

σ
=  

 : לא ידועהxσסטיית התק" של הממוצע כאשר 
X

S
SE

n
=  

  

( )2 2 2

2 1 1

1 1

n n
x X x nXi i

i iS
n n

− −∑ ∑
= == =

− −
 

  התפלגויות דגימה

  .  דרגות חופש kהתפלגות סימטרית בעלת  : Tהתפלגות . 1

� וה 0.1  � מצא את השיברו" ה T~t(6)מ המתפלג "עבור מ 0.995 

מ בעל התפלגות זו"מ. ופש דרגות חnהתפלגות לא סימטרית בעלת : התפלגות חי בריבוע. 2

2 עבור משתנה מיקרי .הינו חיובי
~ (12)W χ   וה 0.9מצא את האחוזו" ה� 0.1.  

�  דרגות חופש במונה וkאיננה סימטרית ובעלת  : Fהתפלגות . 3mדרגות חופש במכנה  .  

   :Fתכונת התפלגות 

1
( , )

( , )
F k m

F m k
0 ולכ" לכל = 1p≤ 1 מתקיי�≥

1
( , )

( , )
p

p

x m k
x k m

− = .  

  .F(10,15) ועבור F(15,10) עבור 0.95� וה0.05�מצא את השיברוני� ה: שאלה

: תשובה
(15,10)

0.95
2.85F =

(15,10)

0.05 (10,15)

0.95

1 1

2.54
F

F
= =  

λ  

fX(x)  



  

   רווחי סמ-– 9ד� עזר 

  : ידועה2σכאשר שונות נורמלית ל אוכלוסייה  שµסמ- לתוחלת % בררווח )1(

X אמד נקודתי לתוחלתµ.           

( )
2

~ , ~ 0 , 1 .
X

X N Z N
n

n

σ µ
µ

σ
  −

⇒ =  
 

  

1,ולכ" /2X Z
n

α
σµ −

 
∈ ± 
 

  

1 ברמת ביטחו" µסמ� לתוחלת �זהו רווח בר α−.  

d – �1 : חצי אור� של רווח הסמ /2d Z
n

α
σ

−=   )d2 –�  ) אור� רווח סמ

: מהתוחלתdעל מנת למצוא את גודל המדג� שיביא לסטייה של 

2

1
2

Z
n

d

α σ
−
⋅ 

 ≥
 
 

  

אינה  2σ  כאשר שונות נורמלית של אוכלוסייה  µ סמ- לתוחלת%ווח ברר )2(

2נאמוד את השונות בעזרת סטטיסטי   :ידועה
Sהמחושב מהמדג� :  

( )
2

2 2

2 1 1 .
1 1

n n

i i

i i

x X x nX

S
n n

= =

− −
= =

− −

∑ ∑
) :מתקיי� )1~ ,

n

X
T t

S
n

µ
−

−
=  
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  :בדיקת השערות

 נכונותה של  השערה מסוימת לגבי –רוצי� להחליט על נכונותה או אי : המטרה
  .טרי� של התפלגויותפרמ

ובעזרת כלל , ההחלטה א� לדחות או לא לדחות את ההשערה נעשית על סמ� המדג� 
  .הכרעה הקובע לכל תוצאת מדג� אפשרית לדחות או לא לדחות את ההשערה

  
  :השערות סטטיסטיות

0H : עורכי� את .  זוהי ההשערה שעומדת לבדיקה סטטיסטית– השערת האפס
כ מה שידוע ומקובל על "בד(ית" לסטות מהנחה זו המחקר כדי לבדוק הא� נ

 ).הפרמטר

1H  :השערת – הטענה החדשה שאותה רוצי� לאמת במחקר – השערה אלטרנטיבית 
  .החוקר

ער� המחושב מהמדג� שבעזרתו מחליטי� א� לדחות או לא  : סטטיסטי מבח�
  .לדחות את השערת האפס

  :סימוני�
α� ת לטעות מסוג ראשו" או רמת מובהקות  הסתברו

(reject the null hypothesis | the null hypothesis is correct) Pα =  

β-הסתברות לטעות מסוג שני   

(don't reject the null hypothesis | the alternative hypothesis is correct) Pβ =  

1π β= −�   עוצמת המבח"

  :סוגי השערות
   מגדירה באופ" חד ערכי את ההתפלגות– השערה פשוטה

  כוללת הרבה אפשרויות– השערה מורכבת

: דוגמה (צדדית�השערה מורכבת חד
0

1

: 800

: 800

H

H

µ

µ

=

<
( 

: דוגמה (צדדית�השערה מורכבת דו
0

1

: 800

: 800

H

H

µ

µ

=

≠
(  

  שא� הממוצע המדגמי נופל אזור הדחייהלכל סוג של השערה אלטרנטיבית נקבע  •

�נהוג לסמ" אזור דחייה ב .H0לדחות את המסקנה תהיה , בו C.  

א� הממוצע המדגמי נופל בו . האזור המשלי� נקרא אזור הקבלה •

  .H0המסקנה תהיה לא לדחות את 
 

) 0.05( הבדל בי" טעות מסוג ראשו" גדולה יותר –עבור סט השערות אחד : דוגמא
  )0.01(לעומת קטנה יותר 

  
� .צדדית ימנית אנו נדחה עבור ערכי� גדולי� של הממוצע�עבור השערה חד 
�צדדית שמאלית אנו נדחה עבור ערכי� קטני� של �בור השערה חדע 

  .הממוצע
�צדדית אנו נדחה עבור ערכי� קטני� או גדולי� של �עבור השערה דו 

 .הממוצע
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  :מבחני טיב  התאמה

   .המטרה לבדוק הא� המדג� שיי� להתפלגות מסוימת
0

1

: X~ F

H :

H

otherwise
 

  :טיב התאמה הינו סטטיסטי המבח" עבור מבחני 
2 2

2 0

1 10
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i i i i

p

i ii i

n np O E

np E
χ

= =

− −
= =∑ ∑  

*ni �  i מספר התצפיות בקטגוריה 

   *k –מספר הקטגוריות   
  

   α אזור דחייה ברמת מובהקות

2 א� H0נדחה את   2 ( 1)
1

k l
pχ χ α> − −−  ,l �  . מספר הפרמטרי� שנאמדו 

 תליניארירגרסיה 

Y – משתנה מוסבר/  משתנה תלוי.  

X –משתנה בלתי �  .משתנה מסביר/ תלוי 

 :ואז ה� מסומני�)  משתני� מסבירי�p(לפעמי� יש  מספר משתני� מסבירי� 

, ,...,1 2X X X p  .רוצי� להסביר את :המטרה Yי� /י� המסביר/תנה בעזרת המש

  .X – על סמ� ציו" ה Yולתת תחזיות לציו" 
  

  :שלבי�

  .Y – לXמדיאגרמת הפיזור נלמד הא� קיי� קשר לינארי בי" : ציור דיאגרמת פיזור. 1

Y:   מציאת קו הרגרסיה. 2 Xβ α= �ו,   שיפוע הקו�βכאשר   +α�   חות� הקו

  .פי קו הרגרסיה�  ועלXפי  �  על Yחיזוי . 3
  

  :שיפוע הקו
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  :תכונות מקד� המתא�

•1 1r− ≤ ≤  

•0r    .y – ל xאי" קשר לינארי בי" : =

•0 1r<   ). עולהy,  עולה x –כש  . (y – ל xקשר לינארי חיובי בי" : ≥

•1 0r− ≤   ). יורדy,  עולה x –כש  . (y – ל xקשר לינארי שלילי בי" :  >

2
r �2)מקד� דטרמינציה (xידי �על" מוסברתהשונות " הפרופורצית 
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  ) מופיע בהמש�( הוא מקד� המתא� r  כאשר
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�וXXSמהסימוני�  YYSשהגדרנו לעיל .  

  
 :החות-

ˆˆ Y Xα β= −  
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Cov X Y

Var X Var Y
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  בדיקת השערות לשיפוע הרגרסיה

H0: β=0 

H1: β≠0 
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ˆ ˆ ˆ
~

ˆˆ ˆ( )
XX n

T S t
SEβ

β β β β
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  רווח סמ- עבור שיפוע הקו 

1 1
2 2

ˆ ˆ2 2
ˆ ˆˆ ˆ

n n
t t
α α

β β
β σ β β σ− −

− −− ≤ ≤ +  

  
  .ס לא נדחה את השערת האפס" מופיע בר0א� 

  
  לוח ניתוח שונות

  :את תוצאות הרגרסיה נהוג לסכ� בלוח הנקרא לוח ניתוח השונות כמפורט להל"
  

F MS df SS   

MSB/MSE MSB=SSB/dfB 1 SSB  רגרסיה
 (explained) 

  MSE=SSE/dfE n-2 SSE  טעות / שארית
(error) 

    n-1 SST כ "סה (total) 
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