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   שדות� 1גליו� 

  
  

  1פתרו� לשאלה 
  

  . איברי� נגדיי�2 אשר יש לו F נניח בשלילה כי קיי� איבר בשדה

1 	 ואת שני הנגדיי� לו בa 	נסמ� את האיבר ב 2,b b.  

1:  פ ההנחה"ע, מצד אחד 0a b+ 2ומצד שני ,  = 0a b+   .השוויו� לאפס נובע מקיו� האיברי� בשדה. =

1:  לכ� נית� לכתוב את השוויו� ג� כ, 2a b a b+ = +.  

  ):   2bכ את "בה, לא משנה איזה( לשני האגפי�  a 	נוסי� את הנגדי ל

1 2 2 2a b b a b b+ + = + +  ⇐  ( ) ( )2 1 2 2a b b a b b+ + = + +  ⇐  ( ) ( )1 20 0b b+ = +  ⇐  

1 2b b=.  

  ⇐  ההנחה בשלילה איננה נכונהולכ� ,  שוני�a 	 קיבלנו סתירה להנחה ששני האיברי� הנגדיי� ל
  . לכל איבר קיי� נגדי יחידFבשדה 

  
  

  2פתרו� לשאלה 
  

  .Fנניח בשלילה כי קיימי� שני איברי יחידה בשדה 

  .21  	 וב11 	נסמ� את האיברי� האלו ב

1:    11 נקבל את 21 הוא איבר בשדה ולכ� א� נכפיל אותו באיבר היחידה 11, מצד אחד 2 11 1 1⋅ =.  

1:    21 נקבל את 11 הוא איבר בשדה ולכ� א� נכפיל אותו באיבר היחידה 21,  מצד שני 2 21 1 1⋅ =.  

1   : קיבלנו 1 2 21 1 1 1= ⋅ =  ⇐  1 21 1=.  

�  ⇐  ההנחה בשלילה איננה נכונהולכ� , קיבלנו סתירה להנחה ששני איברי היחידה ה� שוני
  . קיי� רק איבר יחידה אחדFבשדה 

  
  

  3פתרו� לשאלה 
  

�a, : נתו b F∈.  

): ל"צ ) ( )a b a b− + = − + −.  

  
  :הוכחה

,a b F∈    ⇐    a b F+   ).סגירות לחיבור(      ∋

a b F+   .)לכל איבר בשדה יש נגדי(  .1d	נסמנו ב, קיי� לו נגדי בשדה    ⇐    ∋

( )a b a b+ = +   ⇐    ( )a b F+ ∈      )�  ).שוויו� בי� איברי

( )a b F+   ).לכל איבר בשדה יש נגדי(  .2d	נסמנו ב, קיי� לו נגדי בשדה    ⇐    ∋

  

1כעת נראה כי  2d d=.  

( )2d a b= − +      )2d הנגדי של ( )a b+.(  

1dננחש כי  a b= − + 1:    נבדוק את הניחוש שלנו.  − 0 0 0d a b a b a b a a b b+ + = − + − + + = − + + − + = + =.  

  ).פעולת החיבור היא חיבור הממשיי�מכיוו� שלא נתו� אחרת אנו מניחי� כי (

  �a הנגדי של 1dניחשנו נכונה ולכ b+.  

a הוא הנגדי של 1dקיבלנו כי  b+ ,וש	2 d הנגדי של ( )a b+   .  

)האיבר  )a b a b+ =   .יחיד ולכ� קיי� לו נגדי F שיי, לשדה +

1מכ, נובע כי  2d d= , אחרות �)או במילי ) ( )a b a b− + = − + −.  

  .ל.ש.מ
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  4פתרו� לשאלה 
  

  . הכללי� ולראות שה� מתקיימי�11 שדה יש לעבור על F	על מנת להוכיח ש
 מכיוו� שהוא Q 	לאור, כל ההוכחה נסתמ, על העובדה שתוצאת החיבור והכפל של רכיבי איברי� ג� היא שייכת ל

,: כלומר.    (שדה ,a c Q a c Q a c Q⋅ ∈ + ∈ ⇐ ∈.(    
�כלומר , נניח כי השוויו� בי� איברי� הוא שוויו� טבעי, רה לשוויו� מסוג שונהמכיוו� שלא נתונה הגד, כמו כ

( ) ( ), ,b d a b c d= ⇔ = �a וג c=.  

  

):  סגירות לחיבור )1 ) ( ), , ,a b c d F∈  ⇐  ( ),a c b d F+ + ∈. 

 .Qמתקיי� תחת 

  

): אסוציאטיביות )2 ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,a b c d e f a b c d e f+ + = + +       

  :שמאלאג� 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,a b c d e f a c b d e f a c e b d f+ + = + + + = + + + +        

  :ימי�אג� 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,a b c d e f a b c e d f a c e b d f+ + = + + + = + + + +        

 �  .השוויו� מתקיי�פיתוח שני האגפי� הוביל לתוצאה שווה ולכ
 

 :)איבר אדיש חיבורית (0	קיו� איבר ה )3

)חיפוש איבר :  ה בצורה הבא0	נמצא את איבר ה ),x y�):  כ, שיתקיי ) ( ) ( ), , ,a b x y a b+ =.  

): פ הגדרת השדה"ע ) ( ) ( ), , ,a b x y a x b y+ = + +.  

:     כעת נדרוש
a x a

b y b

+ =


+ =
  :נפתור את המשוואה.  

  

( )
( ) ( )

\

0 0

0

a x a a

a a x a a

x

x

+ = + −

+ − + = + −

+ =

=

  

)( )a−נגדי של  הוא הa בשדה Q.(  

  .yבצורה דומה נמצא את 

):  הואFקיבלנו כי איבר האפס בשדה  )0,0.  

 

 :  איבר נגדי )4

) לכל :י הדרישה"נמצא את האיבר הנגדי ע ),a b מציאת איבר ( ),x y�:   כ, שיתקיי

( ) ( ) ( ), , 0,0a b x y+ :     נדרוש    .=
0

0

a x

b y

+ =


+ =
  :נפתור את המשוואות  .  

( )
( ) ( )

( )
( )

0 \

0

0

a x a

a a x a

x a

x a

+ = + −

+ − + = + −

+ = −

= −

 

)( )a− הוא הנגדי של a בשדה Q.(  

  .yבצורה דומה נמצא את 

) 	קיבלנו כי האיבר הנגדי ל ),a b בשדה Fהוא  :( ),a b− −.  
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): קומוטטיביות )5 ) ( ) ( ) ( ), , , ,a b c d c d a b+ = +: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,a b c d a c b d c d a b+ = + + = +  

  ).Qנובע מתכונת הקומוטטיביות של השדה (

 

):  סגירות לכפל )6 ) ( ), , ,a b c d F∈  ⇐  ( )2 ,ac bd ad bc F+ + ∈. 

2 כי  Qמתקיי� תחת  , , ,ac bd Q a b c d Q+ ∈ ⇐ ∈ �ad וג bc Q+ ∈.  

 

): אסוציאטיביות )7 ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,a b c d e f a b c d e f⋅ ⋅ = ⋅ ⋅       

  :אג� שמאל

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

, , , 2 , ,

2 2 , 2

2 2 2 , 2

a b c d e f ac bd ad bc e f

ac bd e ad bc f ac bd f ad bc e

ace bde adf bcf acf bdf ade bce

⋅ ⋅ = + + ⋅ =      

+ + + + + + =

+ + + + + +

 

�  :אג� ימי

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

, , , , 2 ,

2 2 , 2

2 2 2 , 2

a b c d e f a b ce df cf de

a ce df b cf de a cf de b ce df

ace adf bcf bde acf ade bce bdf

⋅ ⋅ = ⋅ + + =      

+ + + + + + =

+ + + + + +

 

  
 ולכ� האיברי� שווי� זה )Qשל השדה הקומוטטיביות נובע מתכונת  (נית� לראות כי הרכיבי� שווי� זה לזה

  .ולכ� השוויו� מתקיי�, לזה
  

 ":1" האיבר, )האדיש כפלית(  היחידהקיו� איבר )8

)לכל : בצורה הבאה" 1"נמצא את איבר  ),a b , חיפוש איבר( ),x y�):   כ, שיתקיי ) ( ) ( ), , ,a b x y a b⋅ =.  

): דהפ הגדרת הש"ע ) ( ) ( ), , 2 ,a b x y ax by ay bx⋅ = + +.  

:     כעת נדרוש
2ax by a

ay bx b

+ =


+ =
,1  :ננחש פתרו�, ותפתור את המשוואבמקו� ל.   0x y= =.  

    

) לכלנציב במשוואות ונראה כי ה� מתקיימות : יש לבדוק את הניחוש ),a b , �  .ולכ� הניחוש נכו

):  הואF בשדה "1"איבר היבלנו כי ק )1,0.  

 

9(  � :איבר הפכיקיו

)מציאת איבר : י הדרישה"נמצא את האיבר ההפכי ע ),x y�):   כ, שיתקיי ) ( ) ( ), , 1,0a b x y⋅ =   

) לכל ),a bאיבר ה כאלה אשר �  .0	  אינ

): פ הגדרת השדה"ע ) ( ) ( ), , 2 ,a b x y ax by ay bx⋅ = + +.  

:     לכ� נדרוש
2 1

0

ax by

ay bx

+ =


+ =
  ):Qהשדה  תחת(נפתור את המשוואות .  

bx ay= −  

�0b. א:  כעת נפריד לשני מקרי ≠:  
1\bx ay b

a
x y

b

−= − ⋅

= −
 

  
  :yנציב במשוואה הראשונה כדי למצוא את 

2 2 2 22 2

b a
y x

b a b a

−
= ⇒ =

− −
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0b	במקרה ו. ב 0a	 בטוח ש, =   :לכ�).  אחרת זהו איבר האפס ואי� לו הפכי (≠

0 0

0

0

x ay

ay

y

⋅ + =

=

=

 

  :xנציב במשוואה הראשונה כדי למצוא את 
1

1

ax

x
a

=

=
 

  
 �0bע� הצבת (נשי� לב שקיבלנו את אותו הפיתרו� כמו במקרה הקוד כלומר עבור כל איבר שאינו , )=

  :האיבר ההפכי הוא, איבר האפס

2 2 2 2
,

2 2

a b

b a b a

− 
 − − 

  

  

)א� נבצע את ההכפלה  ) ( )2 2 2 2
, , 1,0

2 2

a b
a b

b a b a

− ⋅ = − − 
 לש� בדיקה נשי� לב כי תשובתנו היא 

  .נכונה
  

): קומוטטיביות )10 ) ( ) ( ) ( ), , , ,a b c d c d a b⋅ = ⋅: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , 2 , , ,a b c d ac bd ad bc c d a b⋅ = + + = ⋅  

  ).Qנובע מהפעולות תחת השדה (

 

)נבדוק הא� מתקיי�   : דיסטריבוטיביות )11 ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , ,a b c d e f a b c d a b e f⋅ + = ⋅ + ⋅   

  :אג� שמאל

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

, , , , ,

2 ,

2 2 ,

a b c d e f a b c e d f

a c e b d f a d f b c e

ac ae bd bf ad af bc be

⋅ + = ⋅ + + =  

+ + + + + + =

+ + + + + +

 

�  :אג� ימי

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( )

, , , ,

2 , 2 ,

2 2 ,

a b c d a b e f

ac bd ad bc ae bf af be

ac bd ae bf ad bc af be

⋅ + ⋅ =

+ + + + + =

+ + + + + +

 

  
 �  ) Qשל השדה הקומוטטיביות נובע מתכונת (נית� לראות כי הרכיבי� בתוצאה בשני האגפי� שווי

�  .ולכ� השוויו� מתקיי
 

  . הנתונה תחת הפעולות הנתונות היא שדהFולכ� הקבוצה , ונות הנדרשות לקיו� שדה התכ11הוכחנו קיו� כל 
  .ל.ש.מ
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  5פתרו� לשאלה 

  

                                :3Zנפתור את מערכת המשוואות תחת השדה 
1

2 0

x y

x y

+ =


+ =
  

  
  ):3לא לשכוח שכל החשבונות בתרגיל זה נעשי� במודולו (י המשוואות ונקבל  נחבר את שת

  
2 1 \ 2

4 2

y

y y

= ⋅

= =
 

2yנציב את    : במשוואה הראשונה ונקבל=
  

2 1 \ 1x + =   )2 הוא הנגדי של 1(  +

3 1 1

2

x

x

+ = +

=
      

 

 
  6פתרו� לשאלה 

  

2 למשוואהאה כי נר 1 0x + = �  :יש פתרו� בשדות הבאי
  

  :2Zבשדה 

2

2

1 0 \ 1

1

1

x

x

x

+ = +

=

=

 

  

  :5Zבשדה 

2

2

1 2

1 0 \ 4

4

2, 3

x

x

x x

+ = +

=

= =

 

  

  :17Zבשדה 

2

2

1 2

1 0 \ 16

16

4, 13

x

x

x x

+ = +

=

= =
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   מרוכבי
� 2גליו� 
  

  ' ב1פתרו� לשאלה 
  

  :מכפלה פשוטה של מספרי� מרוכבי�במקרה הזה נפתח לפי 

( )

( ) ( )
( ) ( )

2 2 2

3 3 2 2 3

3 3 2 2 3

2

3 3

3 3

a ib a b abi

a ib a ab a b b i

a ib a ab a b b i

+ = − +

+ = − + −

− = − − +

 

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( )
( )( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2 3

3 2

2 2

1 4 4 1 3 3 11 2 1 3 4 2 2

9 46 3 427 36 54 8 4 1 43 2 2

1 6 1 6 12 42 12 42 72 252 264 30 44 5

12 42 12 42 12 42 12 42 1908 318

i ii i i i

i ii ii i

i i i i i i i

i i i

− + − − − −+ − − − + − − −
= = =

− + − +− + − − − ++ − +

− + − + − − + − + − − = = ⋅ = = = − + − + − − + 

 

  
  

  3פתרו� לשאלה 
  
  .א

( ) ( )
( )

( ) ( )

3
2

3 3
2 2

2 3

2 3

2 2 3 \ : 2

\

1 1 1

i z z i z z i

i z z z z i

i z i

i z i i

z i z i

+ + − = +

+ + − = +

⋅ = +

⋅ = + ⋅

− = − + ⇒ = −

 

  
  :  נפתור לפי הנוסחא הרגילה.ד
  

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

2

3 2 5 5 0

3 2 3 2 4 5 5 3 2 5 12 20 20 3 2 15 8

2 2 2

x i x i

i i i i i i i i

− − + − =

− ± − − − − ± − − + − ± − +
= =

 

  

2:   נמצא אילו מספרי� מרוכבי� מקיימי�, ל מנת לחשב את הביטוי שבשורשע 15 8z i= − +.  
 �zנסמ a ib= a,  כאשר + b R∈.  

( )2

2 2

2 2

15 8

2 15 8

15

2 8

a ib i

a b abi i

a b

ab

+ = − +

− + = − +

 − = −


=

 

0aנית� לראות כי  :    a	לכ� נית� לחלק ב.   מתקיימתאחרת המשוואה השניה אינה, ≠
4

b
a

=.  

4:   נציב במשוואה הראשונה ונקבל 215 16 0a a+ − ):   נפתור ונקבל.  = ) ( )2 2

1 2
1 , 16a a= = −.  

a	דרשנו ש R∈מ �) 	 ולכ� נתעל )2

2
16a = −)   �  ). מרוכבaאחרת ג

1כעת  21 , 1a a= =   :ובמקרה כזה, −

1 1 11 , 4 1 4a b z i= = ⇒ = +  

2 2 21 , 4 1 4a b z i= − = − ⇒ = − −  
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  :נחזור לחישוב משוואת השורשי� המקורית

       –  Iמקרה 
( ) ( ) ( ) ( )
3 2 1 4

2 , 1 3
2

i i
i i

− ± +
= + −  

       – IIמקרה 
( ) ( ) ( ) ( )
3 2 1 4

2 , 1 3
2

i i
i i

− ± − −
= + −  

  
 �  .  את אות� שני הפתרונותכלומר בכל מקרה מקבלי

�  :לסיכו

1 22 , 1 3x i x i= + = −  

  
  

  5פתרו� לשאלה 
  

):  פ הנתו�"ע ) ( ) ( )Im 0 , Im , Im 0wz w z= ≠.  

w: ל"צ zα=  
  

  :הוכחה

( ) ( ) ( )2Im 0 , | | ,wz wz R wz z Rβ β α α= ⇒ = ∈ ⇒ = ∈  

2 2| | | |

z z
wz zz

z z
α

   
⋅ = ⋅   
   

    2| | 0z ≠  �) ולכ� ג )Im 0z ≠  נתו� כי 

2 2

2 2 2 2

| | | |

| | | | | | | |

z z z z z z
w z w z w z

z z z z
α α α

⋅ ⋅
= ⇒ = ⇒ =  

  .ל.ש.מ
  
  

  7פתרו� לשאלה 
  

):     ל"צ ) ( )| | | | Re 0z w z w z w= ⇔ + − =    

  

)ראשית נפתח את הביטוי   )( )z w z w+ −:  

( )( ) ( )2 2 2 2| | | | | | | | 2 Imz w z w z z z w z w w w z zw zw w z w i zw+ − = ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ = − + − = − −  

  

 �)     נוכיח:⇐כיוו ) ( )| | | | Re 0z w z w z w= ⇐ + − =    

( )( ) ( )2 2

2 2 2 2

Re Re | | | | 2 Im 0

| | | | 0 | | | | | | | |

z w z w z w i zw

z w z w z w

 + − = − − = ⇒    

− = ⇒ = ⇒ =
 

  

 �)    נוכיח  :⇒כיוו )( )Re 0 | | | |z w z w z w+ − = ⇐ =    

)נניח בשלילה כי  )( )Re 0z w z w+ − ≠  .  

( )( ) ( )2 2

2 2 2 2

Re 0 Re | | | | 2 Im 0

| | | | 0 | | | | | | | |

z w z w z w i zw

z w z w z w

 + − ≠ ⇒ − − ≠ ⇒    

− ≠ ⇒ ≠ ⇒ ≠
 

  
  . לכ� הטענה נכונה,לכ� ההנחה בשלילה אינה נכונה, סתירה לנתו�קיבלנו 

  
  .ל.ש.מ
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  8פתרו� לשאלה 

  

0w	בהנחה ש (הטענה נכונה  .א  :הוכחה.  )אחרת התרגיל אינו מוגדר, ≠

�z,:  נסמ a ib w c id= + =   .  נציב במשוואות ונראה שנגיע לאותה תוצאה.+
  :שמאלאג� 

( )

( )

2 2 2

2 2 2 2

| |

Re Re

ac db i ad bcz z w zw

w w w w c d

ac db i ad bcz ac db

w c d c d

− − +
= = ⇒

+

− − +  −  = =   + +   

 

  :ימי�אג� 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 2

1 1
Re Re Im Im

| |
z w z w ac bd

w c d
⋅ − ⋅ = −

+
 

  
�  .הגענו לאותה תוצאה ולכ� השוויו� מתקיי

  

 :הוכחה.  הטענה נכונה  .ב

�w:  נסמ c id=   .נציב במשוואות ונראה שנגיע לאותה תוצאה.  +
  :שמאלאג� 

( ) ( )2 2 2Im Im 2 2w c d icd cd= − + =  

�  :אג� ימי

( ) ( )2 Re Im 2w w c d⋅ ⋅ = ⋅ ⋅  

�  .הגענו לאותה תוצאה ולכ� השוויו� מתקיי
  

 .הטענה איננה נכונה  .ג

�z,:  נסמ a ib w c id= + =   :נציב במשוואות ונראה שנגיע לתוצאה שונה.  +
  :אג� שמאל

( ) ( )( )Im Imwz ac bd i bd bc bd bc= + + − = −  

�  :אג� ימי

( ) ( )Re Imw z c b− ⋅ = − ⋅  

�א� נבחר למשל , לכ
1

1 2

z i

w i

= +


= +
  .  אז נפרי, את הטענה

  .ל.ש.מ
  
  

  13פתרו� לשאלה 
  

�2z: נתו ≠.  

):     ל"צ ) 2
Im 0 Im 0

2

z
z

z

+ = ⇔ = − 
  

  

ראשית נפתח את 
2

2

z

z

+
−

:  

( ) ( )( )

2

2

2

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 4

2 2 2 2 2 2 | 2 |2

| | 2 4 1
| | 4 2 Im

| 2 | | 2 |

z z z z z z z zz z z

z z z z z z zz

z z z
z i z

z z

 + + − + − + − − + − = ⋅ = ⋅ = ⋅ = =  − − − − − − −−   

+ − −
= = ⋅ − −

− −

 

  

 �)   נוכיח :⇐כיוו ) 2
Im 0 Im 0

2

z
z

z

+ = ⇐ = − 
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( )( ) ( )2

2

2 1
Im 0 Im | | 4 4 Im 0 2Im 0

2 | 2 |

z
z i z z

z z

 +  = ⇒ ⋅ − − = ⇒ = ⇒   − −   
 

( )Im 0z =  

  

 �)נוכיח  :  ⇒כיוו )2
Im 0 Im 0

2

z
z

z

+  = ⇐ = − 
.  

נניח בשלילה כי 
2

Im 0
2

z

z

+  ≠ − 
.  

( )( ) ( )2

2

2 1
Im 0 Im | | 4 4 Im 0 4Im 0

2 | 2 |

z
z i z z

z z

 +  ≠ ⇒ ⋅ − − ≠ ⇒ ≠ ⇒   − −   
 

( )Im 0z ≠  

  �)קיבלנו סתירה לנתו )Im 0z   .לכ� הטענה נכונה, לכ� ההנחה בשלילה אינה נכונה, =

  
  .ל.ש.מ
  
  

  14פתרו� לשאלה 
  

�0z: נתו ≠.  

:     ל"צ
1 1

Re 1 1 1
z z

   + − <   
   

.  

  
  :נפתח את הביטוי

( )22 2 2

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1
Re 1 1 Re Re

| | 1 2 Im| | 1 | | 1 | | 1 1
Re Re 1

| | | | | | | | | | | |

z z z z

z z z z z z z z

z i zz z z z z

z z z z z z

     + −         + − = + − = =             
             

 − + + − − −
= = = − = −  

   

 

  

|2ומכיוו� ש  |z הינו מספר ממשי אזי ברור כי 
2

1
1 1

| |z
− <  .  

  .ל.ש.מ
  
  

  1שאלה , 5עמוד , 13פתרו� לפרק 
  

)ראשית נמצא מהו  )3
1 i+:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3333

1 1 2 45 2 135i i cis cis + = + = =      

  :נמצא את שלושת השורשי� השלישיי� של מספר זה

( ) ( )

( )

( )
( )
( )

3
3

1

2

3

2 135

135 360
2 2 45 120 , 0,1, 2

3 3

2 45 1

2 165

2 285

z cis

z cis k cis k k

z cis i

z cis

z cis

=

 = + = + = 
 

= = +

=

=
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  ' א1שאלה , 13עמוד , 13פתרו� לפרק 

  

   �)נסמ ), ,z a ib a b R= + ∈.  

( )
( )

2 2

2 2 4 4 2 2 2 2

2 2 4 2 2 4

2
2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

| | 1 2

2 2 4 1 2

2 2 1 2

2 1 2

2 1 2

1
2 2 1 2

2

z z i

a b i ab a b a b a b i

a b i ab a a b b i

a b i ab a b i

a b i ab a b i

a i ab i a iab i

+ = +

− + + + − + = +

− + + + + = +

− + + + = +

− + + + = +

+ = + ⇒ + = +

 

קיבלנו  
2 1

2

1

a

ab

 =


=
.  

  

:  Iמקרה 
1

2
a =)   .aבתחילת התרגילציינו זאת,  חייב להיות ממשי ולא מרוכב .(  

1
2

1
2a b

a
= ⇒ = =  

  

:  IIמקרה 
1

2
a = −   .  

1
2

1
2a b

a
= − ⇒ = = −  

�  :לכ� הפתרונות ה

1 2

1 1
2 , 2

2 2
z i z i= + = − −  
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   מטריצות� 3גליו� 
  
  

  8פתרו� לשאלה 
  

3ראשית נחשב את המשוואה 
z i=:  

( )
( )
( )
( )
( )

3

3 1
1 2 2

3 1
2 2 2

3

90

30 120 , 0,1,2

30

150

270

z i cis

z cis k k

z cis i

z cis i

z cis i

= =

= + =

= = +

= = − +

= = −

 

:   נשי� לב כי סכו� השורשי� הוא אפס
3

1

0i

i

z
=

=∑.  
  

 :נבצע את ההכפלה  .א

1 2 31 2 3

2 3 1 2 3 1

3 1 2 3 1 2

1 0

. 1 0

1 0

z z zz z z

AB z z z z z z

z z z z z z

+ +      
      = = + + =      

      + +      

 

  
   .ב

 ( ) ( ) ( )
1 2 3

3 31 1
2 3 1 1 2 3 2 2 2 2

3 1 2

1 0 0

z z z

CA z z z z z z i i i

z z z

 
 = ⋅ = = + − + − 
 
 

 

  
  

  15פתרו� לשאלה 
  

q הוא AEנשי� לב כי גודל .  א n×   .את הביטוי לאיבר כללי ב �):      AE 	נבח )
1

m

ip pjij
p

AE a e
=

=∑  .  

נתו� כי האיבר 
kl

eבהכרח אפס,  הוא היחיד שאינו אפס �ובפרט כל העמודות שאינ� , כלומר כל שאר האיברי� ה

j ולכל iלכ� עבור כל  .   הנ� כול� אפסי�E	  בl	העמודה ה l≠  כי �) מתקיי )
1 1

0 0
m m

ip pj ipij
p p

AE a e a
= =

= = ⋅ =∑ ∑ ,

  .ה� אפסי� l	  חו0 מהעמודה הAEכלומר כל עמודות 
  :AE 	 בl	נבח� את העמודה ה

 �כל האיברי
pl

e פרט לכאשר �p ה� אפסי k= , האיבר �)ולכ )
il

AE  1 עבור i q≤   :יראה כ, ≥

( ) ( )
1 1

1 1 1 1 1

0 1 0
m k m k m

ip pl ip pl ik kl ip pl ip ik ip ikil
p p p k p p k

AE a e a e a e a e a a a a
− −

= = = + = = +

= = + + = ⋅ + ⋅ + ⋅ =∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

pכי רק עבור ( k=ש �1	 מתקיי
kl

e 0אחרת ו, =
pl

e =.(  

)קיבלנו כי  ) ( ) ( )1 21 2
, , ... ,

k k qkl l ql
AE a AE a AE a= =   :או במילי� אחרות,   =

  .A	 בk	  שלה זהה לעמודה הl	 היא מטריצה שהעמודה הAEהמטריצה 
  :בצורה פורמלית

( )1 ,
ij

i i q AE∀ ≤ ≤ =
,

0,

ik
a j l

otherwise

=


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m הוא EBנשי� לב כי גודל . ב p×   .את הביטוי לאיבר כללי ב �):      EB 	נבח )
1

n

ir rjij
r

EB e b
=

=∑  .  

נתו� כי האיבר 
kl

eבהכרח אפס,  הוא היחיד שאינו אפס � שאינ� השורותובפרט כל , כלומר כל שאר האיברי� ה

i ולכל jלכ� עבור כל .    הנ� כול� אפסי�E	 בk	  השורהה k≠  כי �) מתקיי )
1 1

0 0
n m

ir rj rjij
r r

EB e b b
= =

= = ⋅ =∑ ∑ ,

  . ה� אפסי�k	 המהשורה חוEB 0 שורותכלומר כל 
  :EB 	 ב k	השורה ה� את נבח

 �כל האיברי
kr

e פרט לכאשר �r ה� אפסי l= , האיבר �)ולכ )
kj

EB  1עבור j p≤   :יראה כ, ≥

( ) ( )
1 1

1 1 1 1 1

0 1 0
n l n l n

kr rj kr rj lr lj kr rj rj lj rj rjkj
r r r l r r l

EB e b e b e b e b b b b b
− −

= = = + = = +

= = + + = ⋅ + ⋅ + ⋅ =∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

rכי רק עבור ( l=ש �1	 מתקיי
kl

e 0אחרת ו, =
kr

e =.(  

)קיבלנו כי  ) ( ) ( )1 11 2
, , ... ,

l l lpk k kp
EB b EB b EB b= =   :או במילי� אחרות,   =

  .B	  בl	 הלשורה שלה זהה k	 השהשורה היא מטריצה EBהמטריצה 
  :בצורה פורמלית

,

0,

lj
b i k

otherwise

=



( )1 ,
ij

j j p EB∀ ≤ ≤ =  

  
  

)נסמ� לעצמנו . ג ) ( )1 2
,

m n n m
E E E E× ×= =.  

)נשי� לב כי גודל  ) ( )1 2
E E הוא m m×   . את הביטוי לאיבר כללי ב �) 	נבח ) ( )1 2

E E      :( ) ( )( ) ( ) ( )1 2 1 2

1

n

ir rj
ij

r

E E e e
=

=∑  .  

)א� נסמ� את   )2

n m
E E× מר הוכחנו כי כלו', נפתור לפי המסקנות שהגענו אליה� בסעי� ב.  'נקבל את סעי� ב, B	  כ=

)המטריצה  )1
E Bהיא מטריצה שהשורה ה 	kשלה זהה לשורה ה 	lב  	B ,�  :או א� נחזור לסימו� הקוד

)המטריצה  ) ( )1 2
E Eהיא מטריצה שהשורה ה 	kשלה זהה לשורה ה 	lב  	( )2

E.  

)	 בk	נבח� את איברי השורה ה ) ( )1 2
E E:  

 �)כל האיברי )1

kr
e פרט לכאשר �r ה� אפסי l= , �)וכ� כל האיברי )2

rk
e פרט לכאשר �r ה� אפסי l=   ,האיבר � ולכ

)   k	 בשורה ה i 	 ה ) ( )( )1 2

ki
E E,יראה כ :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1

1

1 2

1

. . . . . . 0 0 . . . 1 1 . . . 0 0 1 ,

0 0 . . . 0 0 0 ,

n

kr ri k i kl li kn ni

r

n

kr ri

r

e e e e e e e e i k

e e otherwise

=

=


= + + + + = ⋅ + + ⋅ + + ⋅ = =


 = ⋅ + + ⋅ =


∑

∑

( ) ( )( )1 2

ki
E E =  

  

):  k	  האיבר היחיד שאינו אפס הוא האיבר במקו� הk	קיבלנו כי במטריצת המכפלה בשורה ה ) ( )( )1 2
1

kk
E E =.  

�)המטריצה :  לסיכו ) ( )1 2
E Eבה ה �� אפסי� פרט לאיבר בשורה ובעמודה ה היא מטריצה שכל האיברי	k השווה 

  :בצורה פורמלית.   1	ל

1,

0,

i j k

otherwise

= =



( ) ( )( )1 2
, 1 1

ij
i j i m j m E E∀ ≤ ≤ ≤ ≤ =  
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  16פתרו� לשאלה 

  

k,, של השאלה הקודמת' פ סעי� א"ע  .א k
CEהיא המטריצה שהעמודה ה  	kשלה זהה לעמודה ה  	kב 	C. 

k,, כלומר k
CE,נראית כ :  

1

2

,

1,

0 0

0 0

0 0

0 0

k

k

k k

n k

nk

c

c

CE
c

c

−

 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 

K K

K K

M O MM M

K K

K K

  

k,, של השאלה הקודמת' פ סעי� ב"ע, מצד שני k
E Cהיא המטריצה שהשורה ה 	kשלה זהה לשורה ה 	kב  	

C   .כלומר ,,k k
E C,נראית כ :  

,

1 2 , 1 ,

0 0 0 0

0 0 0 0

k k

k k k n k nE C c c c c−

 
 
 
 =
 
 
 
 

L

M M L M M

L

M M L M M

K

  

  

,ולכ�  ,  מתחלפת בכפל ע� כל מטריצה מאותו הסדרCנתו� כי  ,k k k k
CE E C=.  

0לכ� נית� להסיק כי בהכרח 
ij

c i עבור = j≠ ,וזאת הגדרת המטריצה האלכסונית.  

   

,2,3 לכל kE,1 מתחלפת בכפל ע� Cנתו� כי   .ב ,k n= K .2 עבור נכתוב את המטריצותk =: 

)1,2
CE 1,2 היא המטריצה שבה העמודה השניה של

CE שווה לעמודה הראשונה של C,  
1,2

E C 1,2 היא המטריצה שבה השורה הראשונה של
E C שווה לשורה השניה של C.(  

 

11

21 22 2, 1 2

21

1,2 2,1

1,1

1

0 0

0 0

0 0 0 0
0 0

0 0
0 0 0 0

n n

n

n

c
c c c c

c

CE E C
c

c

−

−

 
  
  
  
 = = = 
  
  
     

 

K
L

K
M M L M M

M OM M
L

L
M M L M M

L
K

  

11נית� לראות כי  22c c=.  

  : ובאופ� כללי

11

1 2 , 1

21

1, 1,

1,1

1

0 0

0 0

0 0 0 0
0 0

0 0
0 0 0 0

k k k n kn

k k

n

n

c
c c c c

c

CE E C
c

c

−

−

 
  
  
  
 = = = 
  
  
     

 

K K
L

K K
M M L M M

M O MM M
L

K K
M M L M M

K K
K

  

11ואז נקבל כי  kk
c c=.  

  

�11וכ� כי ,  היא מטריצה אלכסוניתCהראינו כי : לסיכו kk
c c= 2,3 לכל, ,k n= K כלומר כל איברי 

�האלכסו�  . היא מטריצה סקלריתCולכ� ,  זה לזה שווי
  .ל.ש.מ
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  24פתרו� לשאלה 

  

 :נכתוב את המטריצות ונשי� לב לסדרי�  .א

11 1111 1

1 1 1

, ,

n

m mn n m

x ba a

A x b

a a x b

    
    = = =    

     
     

K

M O M M M

L

 

  :נבצע את ההכפלה

1 1

111 11 1111 1 11 1

1 1 1 1 1

1

1

n

i i

in n

n
m mn n m m mn n

mi i

i

a x
x b xa a a a

a a x b a a x
a x

=

=

 
                   ⋅ = ⇒ ⋅ =   ⇒                  

          
 
 

∑

∑

K K

M O M M M M O M M M

L L

 

11 11 12 21 13 13 1 1

1 11 2 21 3 13 1

13 111 12

11 21 31 1

1 2 3

...

...

...

n n

m m m mn n

n

n

m m m mn

a x a x a x a x

b

a x a x a x a x

a aa a

x x x x

a a a a

+ + + + 
 = = 
 + + + + 

      
      = + + + +      

       
       

M

M M M M

 

  
  .A כצירו� לינארי של עמודות bנשי� לב שקיבלנו את 

  

 :נכתוב את המטריצות ונשי� לב לסדרי�  .ב

( ) ( )
11 1

11 1 11 1

1

, ,

n

m n

m mn

a a

x x x A b b b

a a

 
 = = = 
 
 

K

K M O M K

L

 

  :נבצע את ההכפלה

( ) ( )
11 1

11 1 11 1 1 1 1

1 1

1

n m m

m n i i i in

i i

m mn

a a

x x b b x a x a

a a
= =

 
  ⋅ = = =     

 

∑ ∑
K

K M O M K K

L

 

( )
( ) ( ) ( )

11 11 12 21 1 1 11 1 12 2 1

11 11 12 1 12 21 22 2 1 1 2

m m n n m mn

n n m m m mn

x a x a x a x a x a x a

x a a a x a a a x a a a

= + + + + + + =

= + + +

K K K

K K K K
 

  
  .A שורות כצירו� לינארי של bנשי� לב שקיבלנו את 

 

 :נכתוב את המטריצות ונשי� לב לסדרי�  .ג

11 1 11 1 11 1

1 1 1

, ,

n k k

m mn n nk m mk

a a b b c c

A B C

a a b b c c

     
     = = =     
     
     

K K K

M O M M O M M O M

L L L

 

  :הכפלהנבצע את ה

1 1 1

1 111 1 11 1 11 1

1 1 1

1

1 1

n n

i i i ik

i in k k

n n
m mn n nk m mk

mi i mi ik

i i

a b a b
a a b b c c

a a b b c c
a b a b

= =

= =

 
             ⋅ = =   =            

       
 
 

∑ ∑

∑ ∑

K
K K K

M O M M O M M O M M O M

L L L
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11 11 1 1 11 1 1

1 11 1 1 1

... ...

... ...

n n k n nk

m mn n m k mn nk

a b a b a b a b

a b a b a b a b

+ + + + 
 =  
 + + + + 

K

M O M

L

 

  
  .A כצירו� לינארי של עמודות Cנכתוב את עמודות 

) C של i	את העמודה ה )1 i k≤   : נית� לבטא כ,≥

111 12

1 2

1 2

...

n

i i ni

m m mn

aa a

b b b

a a a

    
    + + +     

     
     

M M M  

  
  .B כצירו� לינארי של שורות Cנכתוב את שורות 

) C של i	את השורה ה )1 i m≤   : נית� לבטא כ,≥

( ) ( ) ( )1 11 12 1 2 21 22 2 1 2i k i k in n n nka b b b a b b b a b b b+ + +K K K K  

  
  

  25פתרו� לשאלה 
  
  :י דוגמא נגדית מפורשת"נפרי, ע, הטענה איננה נכונה. ב

8614
3 3

1 25 19
,

3 47 12 43 62
A B AB BA

    
= = ⇒ = =     

    
  

  
12243 10114

33 3 3

171
3

261 35
,

382 47 12 31 69

t t t
A B AB B A

     
= = ⇒ = ≠ =     

      
  

  
  
  :י דוגמא נגדית מפורשת"נפרי, ע, הטענה איננה נכונה.  ג

0 1 0 2 2 0
, ,

1 0 2 0 0 2
A B AB

−     
= = =     −     

 

  
  . ולכ� הטענה איננה נכונה איננה מטריצה אנטי סימטריתABקל לראות שהמטריצה 

  
  
  :י דוגמא נגדית מפורשת"נפרי, ע, הטענה איננה נכונה.  ד
  

1 2 2 4 0 2 14 18
, , ,

3 4 1 3 2 0 10 14
A B AB BA

− − −       
= = = =       −       

 

  
�AB לא מתקיי� כי  א, מטריצה אנטי סימטריתהיא AB לראות שהמטריצה נית BA=,הטענה איננה נכונה �  . ולכ
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  27פתרו� לשאלה 

  

:   פ הדרישות" עAנבנה את המטריצה 
a b

A
c a

 
=  − 

) 	 מתקיי� ש.    ) ( ) 0tr A a a= + − =.  

  :נבצע את ההכפלה
2 2

2

2 2

0

0

a b a b a bc ab ab a bc
A

c a c a ac ac bc a a bc

   + − +   
= ⋅ = =      − − − + +       

 

  

  .   היא מטריצה סקלרית2Aקיבלנו כי 
  .ל.ש.מ
  
  

  ' א1שאלה , 7עמוד , 13פתרו� לפרק 
  

נחפש מטריצה  
a b

B
c d

 
=  
 

  �  כ, שיתקיי
1 2 2 4

0 3 0 2

a b
AB

c d

    
= =    
    

  .5Z  מעל 

  
�  :נרשו� את המשוואות ונפתור אות

2 2 2

2 4 4

3 0 0

3 2 2

a c a

b d b

c c

d d

+ = = 
 + = = 

⇒ 
= = 

 = = 

 

  

:   היאBהמטריצה 
2 4

0 2
B

 
=  
 

.  
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  דרגה ואלמנטריות,  דירוג– 4גליו� 

  
 מכל סדר וג�  לצורה קנוניתנית� להעזר באתר הבא אשר מדרג מטריצות, כדי לוודא את תוצאתנו בדירוג מטריצות

�  http://www.gregthatcher.com/Mathematics/GaussJordan.aspx  :מפרט את דר, הפיתרו

  ). Gauss–Jordan elimination: דירוג מטריצות לצורה קנונית באנגלית(
  

  ' א2תרגיל , 1עמוד , 13פרק פתרו� ל
  

  .נית יחידהולכ� נית� להביא אות� לצורה קנו,  ה� שקולות שורהB	וAנתו� כי המטריצות 
  

2 2 12
1 0 4 1 0 4

3 1 4 0 1 2

R R R
A

→ +   
= →   
   

  

  

1 1 2 2 13 3
2 0 3 1 0 4 1 0 4

2 1 0 2 1 0 0 1 2

R R R R R
B

→ → +     
= → →     
     

  

  
  :כעת נבטא את הפעולות שביצענו באמצעות המטריצות האלמנטריות

  :Bעבור 

1 1

2 2 1

3

1

3

2

3 0
:

0 1

1 0
:

3 1

R R

R R R

E

E

→

→ +

 
→ = 

 

 
→ = 

 

  

  
  . A 	 על מנת לעבור מהמטריצה הקנונית ל, אנו זקוקי� לפעולה ההפוכה שביצענוAעבור 

  : נבטא זאת כ,5Zתחת 

2 2 13

3

1 0
:

3 1

R R R
E

→ +  
→ = 

 
  

�  :כעת נית� לרשו

3 2 1

1 0 1 0 3 0 2 0 3 1 0 4

3 1 3 1 0 1 2 1 0 3 1 4
A E E E B

         
= = ⋅ ⋅ ⋅ =         

         
  

  
  

  2תרגיל , 3עמוד , 13פתרו� לפרק 
  

 : לצורה קנוניתAנבצע פעולות שורה על מנת להביא את   .א

 

1 1 2 2 1 2 2

1 1 2

3 2 3

2

2 1 3 1 3 4 1 3 4

3 1 2 3 1 2 0 2 0

1 3 4 1 0 4

0 1 0 0 1 0

R R R R R R R

R R R

→ → + →

→ +

     
→ → →     

     

   
→   

   

  

  

 :  נחפש את כל המטריצות הקנוניות מהצורה  .ב

0 0 0

0 0 0

a b c

x y z

 
 
 
 
 
 

  

  
  : סוגי� כאלה3יש   
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1 0 1 0 0 1 0

0 1 0 0 1 0 0 1
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0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

a a

b

     
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     
     
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תחת 
p

Z , לכל,a b יש pנקבל סה,  אפשרויות �2כ  "ולכ 1p p+   .  מטריצות קנוניות+

2pעבור    :7 יש =

1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1

0 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 1
, , ,

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 1 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1 0 0 1
, ,

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

       
       
       
       
       
       

     
     
     
     
     
     

  

  
3pבור ע   :13 יש =

  

1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1 0 1

0 1 0 0 1 1 0 1 2 0 1 0 0 1 1 0 1 2
, , , , ,

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 2 1 0 2 1

0 1 0 0 1 1
, ,

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

           
           
           
           
           
           

   
   
   
   
   
   

0 2 1 0 0 1 1 0 1 2 0

0 1 2 0 0 1 0 0 1 0 0 1
, , ,

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

0 0 0

       
       
       
       
       
       

 
 
 
 
 
 

  
  3 תרגיל, 7עמוד , 13פתרו� לפרק 

  
  :נביא את המטריצה לצורה מדורגת

  

2 2 1

3 3 1

3 3 24 4 1

3 3

2 2

3

2

1 1 1 1

2 1 1 0 1 1

2 2 1 0 1 1 1

1 1 2 0 0 0 2

1 1

0 1 1

0 0 1

0 0 0 2

R R R
R R R

R R RR R R

a a a a

a a a a

a a a a a a a

a a a a

a a

a

a a

a a

→ −
→ −

→ −→ +

   
   − + + −   → →
   − + − − +
   
− − − − + −   

 
 − 
 −
 

+ − 
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ולבסו� נציב אות� אחד אחד ונראה מה ,  איבר מוביל על מנת לגלות מה� הערכי� הקריטיי�לננסה לאפס כ

3:    דרוש נ:  התוצאה

2

0

1 0

2 0

a

a

a a

=


− =
 + − =

  

  

3:  המשוואה השניה 1a =.  

( )
( )

3

3 31 1
1 2 32 2 2 2

0

120 , 0,1, 2

1 , ,

a cis

a cis k k

a a i a i

=

= =

= = − + = − −

  

  
  :המשוואה השלישית

 �aנסמ c id= c, כאשר + d R∈   .  

( ) ( )
( )

22 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 0

2 1 02 0

2 0 2 0

a a c id c id c d c i cd d

d ccd d

c d c c d c

+ − = + + + − = − + − + + =

 + =+ = ⇒ 
− + − = − + − = 

  

  

0d	מהמשוואה הראשונה רואי� ש 1 או  =
2

c = 1נציב את .    ה� פתרונות−
2

c =   :  במשוואה השניה ונקבל−
2 21 1 1

4 2 4
2 2d d− − = ⇒ = −  

d R∈�1כלומר ,  ולכ� אי� פתרו
2

c =   . אינו פתרו� מתאי� למערכת הזו−

0dננסה את  =                             :2

1,22 0 1, 2c c c+ − = ⇒ = −  

1aכלומר בינתיי� קיבלנו כי  2a או = = −.  
  

�):       נאחד את כל הפתרונות שקיבלנו בינתי� ונשלול אות ) ( )3 31 1
2 2 2 2

0 , 1 , 2, ,a i i≠ − − + − −.  

  :ונבדוק איזה דרגה כל פיתרו� נות�, הפתרונותמ אחד כלכעת נציב 
  

0aעבור  • =                    :1 1 2 3

0 1 1 0 0 0 0 0

0 1 0 1 0 1 0 1

0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 0 2 0 0 0 2

R R R R→ − +

   
   
   →
   − −
   

− −   

  

  
  .3קל לראות שהדרגה המתקבלת היא 

  

1aעבור  • =                     :

1 1 1 1

0 1 1 1

0 0 0 1

0 0 0 0

 
 
 
 
 
 

  

  
  .3המתקבלת היא  קל לראות שהדרגה  

  

2aעבור  • = −         :     

2 1 1 2

0 1 2 1

0 0 9 2

0 0 0 0

− − 
 
 
 − −
 
 

  

  
  .3המתקבלת היא  קל לראות שהדרגה
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)עבור   • )31
2 2

a i= − +      :

( ) ( )
( )

( )

( )
( )

( ) ( )
( )

31
3 32 2

1
4 43

3 31 1 3 31 1
2 2 2 2

2 2 2 2

31 31
2 2

2 2

31
2 2

1 1 1 1

0 1 1 0 1 1

0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 10 0 0 3

R i R

R R

i i i i

i i

i

→ − −

→ −

 − + − +  − + − +   
   − − → 
   − +       − 

 

  
  .3קל לראות שהדרגה היא 

  

)עבור  • )31
2 2

a i= − −: 

( ) ( )
( )

( )

( )
( )

( ) ( )
( )

31
3 32 2

1
4 43

3 31 1 3 31 1
2 2 2 2

2 2 2 2

31 31
2 2

2 2

31
2 2

1 1 1 1

0 1 1 0 1 1

0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 10 0 0 3

R i R

R R

i i i i

i i

i

→ − +

→ −

 − − − −  − + − +   
   + − → 
   − −       − 

  

  
  .3קל לראות שהדרגה היא 

  
�  :לסיכו

):    עבור כל אחד מהערכי� הבאי�3גת המטריצה תיהיה דר ) ( )3 31 1
2 2 2 2

0 , 1 , 2, ,a i i= − − + − −.  

  .a עבור כל ער, אחר של  4דרגת המטריצה תיהיה 
   .2 או 1 או 0דרגת המטריצה לעול� לא תיהיה 

  
  

  ' א2תרגיל , 1עמוד , 13פתרו� לפרק 
  

נתונה המטריצה  
1 2

3 4

 
 
 

 .  

2 מתקיי�  2Zנשי� לב כי תחת  2 1
1 2 1 0 1 0

3 4 1 0 0 0

R R R→ +     
= →     

     
  .1  ולכ� דרגתה 

 מתקיי�  3Zלעומת זאת תחת 
1 2 1 0

3 4 0 1

   
=   

   
  .2  ולכ� דרגתה 

2 מתקיי�  5Zתחת   2 12
1 2 1 2

3 4 0 3

R R R→ +   
→   

   
  .2  ולכ� דרגתה 

 21a שיתקיי� שהאיבר כלומר, 2 מהו התנאי כ, שיתקיי� שדרגת המטריצה תיהיה ,ראשוני p  כל עבור נחפש,א� כ,

  : לא יתאפס22aאפס א, האיבר תי

3 1

4 2

k p

k p

+ ⋅ =


+ ⋅ ≠
1     עבור  k p< <.  

p  :3k באמצעות kבמשוואה הראשונה נבטא את  p=   :נציב למשוואה השניה.  −

( )4 2 3 2p p p+ − ≠ ⇒ ≠.  

2pקיבלנו כי לכל    .2ת המטריצה תיהיה  דרג≠
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  מרחב נפרש+  מרחב וקטורי – 5גליו� 
  
  

  5שאלה , 3פתרו� לפרק 
  
  .הקבוצה הנתונה אינה תת מרחב מכיוו� שאינה סגורה לחיבור.  ב

נקרא לו , נניח בשלילה כי הקבוצה הנתונה היא כ� תת מרחב
b

V   .  

n מטריצות 2ניקח  n×הוא אפס �  :המקיימות את התנאי שמכפלת איבריה

1 2

0 1 1 1 1 0

1 1 1 1 1 1
,

1 1 1 1 1 1

A A

   
   
   = =
   
   
   

K K

K K

M M M M M M

K K

.  

 �1לכ 2,
b

A A V∈  .1:     נבצע את החיבור 2

0 1 1 1 1 0 1 2 2 1

1 1 1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 2 2 2 2

b
A A V

     
     
     + = + = ∉
     
     
     

K K K

K K K

M M M M M M M M M M

K K L

.  

( )1 2 bA A V+ לכ� ההנחה ,  לחיבורההוכחנו כי הקבוצה הנתונה אינה סגור.   מכיוו� שמכפלת איבריה אינה אפס∌

ולכ� , שגויה
b

Vאינו תת מרחב .  

  
  

נסמ�  (הקבוצה הנתונה. ד
d

V( הינה תת מרחב של V.    

ראשית נראה באופ� כללי כי 
d

Vהיא קבוצת המטריצות הסימטריות :  

2 /

2 2

t

t t

A A A A

A A A A

= − +

= ⇒ =
  

  .וזוהי הגדרת מטריצה סימטרית

 נוכיחכעת 
d

Vהיא תת מרחב ע "�  :י הוכחת קיו� שלושת התנאי

I – מטריצת האפס מסדר n n× :0
d

V∈כי מטריצת האפס היא סימטרית  � ולכ
d

V φ≠.  

II –נראה כי  :  סגירות לחיבור( ), d dA B V A B V∈ ⇒ + ∈.  

)	נקח את האיבר הכללי ב )A B+    :( ) ( ) ( ) ( )ij ij ji jiij ji
A B a b a b A B+ = + = + = כלומר קיבלנו כי , +

( ) ( )t
A B A B+ = + , �)ולכ ) dA B V+ ∈.  

III –ראה כי   נ:  כפל בסקלר( )d dA V a A V∈ ⇒ )כלומר ,  ∋ ) ( )( )t

A a Aα =.  

)נקח את האיבר הכללי ב  )Aα   :( ) ( ) ( ) ( )ij jiij ji
A a a Aα α α α= = )כלומר קיבלנו כי ,   = ) ( )( )t

A Aα α= ,

 �)ולכ ) dA Vα ∈.  

ולכ� , ות לקיו� תת מרחבהראנו את שלושת התכונ
d

Vתת מרחב .  

 .ל.ש.מ
  
  

 	נסמנה כ(הקבוצה הנתונה . ו
f

V (שהיא איננה סגורה לחיבור, אינה תת מרחב �  .מכיוו

נניח בשלילה כי 
f

Vתת מרחב �  .    היא כ

n מטריצות 2ניקח  n× המקיימות את התנאי– � היא המטריצה שבשורה הראשונה שלה האיבר הראשו� 1A: 1 דרגת

 וכל שאר 1 היא המטריצה שבשורה האחרונה שלה האיבר האחרו� הוא 2A	בעוד ש,  0 וכל שאר האיברי� ה� 1הוא 

 �  :0האיברי� ה
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1 0 0 0 0 0

0 0 0
,

0 0 0

0 0 0 0 0 1

A B

   
   
   = =
   
   
   

K K

K M M O M

M M O M K

K K

.  

 �,לכ
f

A B V∈  .  

:     נבצע את החיבור

1 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 1

A B

     
     
     + = + =
     
     
     

K K K

K M M O M M M O M

M M O M K K

K K K

.  

( ) bA B V+ )דרגת  מכיוו� ש∌ )A B+ 1 ולא 2 היא .  

ולכ� , לכ� ההנחה שגויה,  לחיבורההוכחנו כי הקבוצה הנתונה אינה סגור
f

Vאינו תת מרחב .  

  
  

  6שאלה , 3פתרו� לפרק 
  

  .ל עשרת התכונותכ  קיו�על מנת להראות מרחב וקטורי עלינו להוכיח
  

):  סגירות לחיבור )1 ) ,x y V x y V⊕ ∈ ⇐ ∈: 

( ), ,x y V x y R x y xy xy R x y V
+ +∈ ⇒ ∈ ⇒ ⊕ = ⇒ ∈ ⇒ ⊕ ∈  

  

,לכל : אסוציאטיביות )2 ,x y z V∈מת  �)  :קיי ) ( )x y z x y z⊕ ⊕ = ⊕ ⊕: 

( )x y z xy z xyz⊕ ⊕ = ⊕ =   ( )x y z x yz xyz⊕ ⊕ = ⊕ =  

  .קיבלנו שוויו� ולכ� האסוציאטיביות מתקיימת  
 

x,לכל : קומוטטיביות )3 y V∈ �x מתקיי y y x⊕ = ⊕: 

x y xy yx y x⊕ = = = ⊕  
  

0 המקיי� V	 ב0קיי� איבר :  נייטרליקיו� איבר )4 x x+ x לכל = V∈: 
  :  נבדוק את הניחוש.  1ננחש כי איבר האפס הוא 

1 R+∈  , �1וג� מתקיי 1x x x⊕ = x לכל = R
+∈  .�  .הוכחנו כי הניחוש נכו

  

xלכל : איבר נגדי )5 V∈ �) קיי )x V− ∈ �) המקיי ) "0"x x⊕ − =. 

�): נחפש איבר המקיי ) 1x x⊕ −  הוא x של ולכ� האיבר הנגדי, =
1

x
   .  

V R
+= �  .כנה בחלוקה באפסס ולכ� אי
 

6( 
x R

x R
R

α
α

+
+  ∈

∈ ⇐ 
∈

o  : 

x, פ ההגדרה"ע x
αα =o   .x R

α Rα לכל ∋+   .R	נובע מתכונת החזקה ב, ∋
 

7( ( ) 1 2

1 2 1 2

,x x R
x x x x

R
α α α

α

+ ∈
⊕ = ⊕ ⇐ 

∈
o o o: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2 1 2x x x x x x x x x x
α α αα α α α⊕ = = = = ⊕o o o o  

 

8( ( )
,

x R
x x x

R
α β α β

α β

+ ∈
+ = ⊕ ⇐ 

∈
o o o: 
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( ) x x x x x x
α β α βα β α β++ = = = ⊕o o o  

 

9( ( ) ( )
,

x R
x x

R
αβ α β

α β

+ ∈
= ⇐ 

∈
o o o 

( ) ( ) ( )ax x x x
αβ βαβ α β= = =o o o  

10( 1
1

x R
x x

R

+ ∈
= ⇐ 

∈
o                        :11 x x x= =o. 

  
  .ולכ� הקבוצה הנתונה תחת הפעולות החדשות היא מרחב וקטורי, הראינו קיו� כל עשרת התכונות

  
  

  4שאלה ,  2עמוד , 13פתרו� לפרק 
  

 :י דוגמא"נראה ע.   היא איננה תת מרחב מכיוו� שאינה מקיימת את תכונת הכפל בסקלרU   .א

תהי  
6 1

1 0
A

 
=  
 

.  A U∈ש �6 	 מכיוו 2 1 4 1= ⋅ + ⋅ , �)וכמו כ )2
6 1 25 4− = ≠.  

נבחר את הסקלר להיות 
2

5
      :

12 2
5 5

2
5

6 12 2

01 05 5
A

  
= ⋅ =   

   
)נית� לראות שכעת הדרישה .      )2

4a c− ≠ 

 	מכיוו� ש, אינה מתקיימת

2

212 2
2 4

5 5

 − = = 
 

 ,  �ולכ
2

5
A U∉. �  . איננה תת מרחבU   לכ

 

 הוא אינו כפולה של uכלומר , התשובה שלילית  .ב
n

v.   יהיה| , ,

a

V b a b c R

c

  
  = ∈  
  
  

נסמ� .  מרחב ווקטורי 

V :  1	את האיברי� ב 2 3

1 0 0

0 , 1 , 0

0 0 1

v v v

     
     = = =     
     
     

יהיה .    

2

3

5

u

 
 =  
 
 

י "כלומר איבר הנפרש ע, 

1 2 3, ,v v v1י  "  א, לא ע 2,v v   . קל לראות כיu הוא אינו כפולה של 
n

v. 

 

 . מכיוו� שאינו מקיי� את תכונת הסגירות לחיבורV 	 וU לכל בחירה של  תת מרחב אינוW  .ג

 .W	 א, חיבור� נות� איבר שאינו בW	י שני איברי� ששניה� ב"נראה זאת ע

uיהי  U∈ ,0u }בהכרח יש אחד כזה כי .  ≠ }0U ≠.  

wיהי  W∈,0w w נובע כי W פ הגדרת"  ע.≠ U∉  .  

) קיי� נגדי והוא w	ל )w−  .באיבר �):  נתבונ )z u w= + −.  

z: טענה U∉.  
z  נניח בשלילה כי :הוכחה U∈.  

)יהי  )u− הנגדי של u   .( )u U− ∈)  U הוא �)ולכ� א� ,  מרחב וקטוריג� כ )u U− אינו מרחב  Uאז  ∌

  .)בסתירה לנתוני השאלה, לכ� ג� לא תת מרחב ווקטורי
  : נובעUמתכונת הסגירות לחיבור של 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

u U
z u u u w w U

z U

− ∈
⇒ + − = + − + − = − ∈

∈
 

( )w U w U∈ ⇐ − ∈)  �  ). אינו מרחב וקטוריUאחרת , לפי אותו טיעו

w W w U∉ ⇐   .Wפ הגדרת " ע∋

w 	כ, שwא, אנו בחרנו את  W∈.    
zכלומר ההנחה כי , לכ� קיבלנו סתירה U∈נ אינ �zה נכונה ולכ U∉.  

  . אינו תת מרחב מכיוו� שאינו מקיי� את תכונת הסגירות לחיבורWכי , נחזור לטענה המקורית
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W   :zלפי הגדרת  W z U∈ ⇐ ∉.  
  :נבצע את החיבור

( )
z W

z w u w w u
w W

∈
⇒ + = + − + =

∈
 

u W u U∉ ⇐   .Wימת אצל כלומר תכונת הסגירות לחיבור אינה מתקי, ∋
  

  
  

  4שאלה ,  8עמוד , 13פתרו� לפרק 
  

 .   איננה תת מרחב מכיוו� שאינה מקיימת את תכונת הכפל בסקלר)V 	נסמנה כ (הקבוצה הנתונה  .א
 :י דוגמא"נראה ע

תהי  

10

11

5

7

b

 
 
 =
 
 
 

  .b V∈ש �10| 	 מכיוו 11| 2− < , �10וכמו כ 2 5= ⋅.  

:      5נבחר את הסקלר להיות 

10 50

11 55
5 5

5 25

7 35

b

   
   
   = ⋅ =
   
   
   

|נית� לראות שכעת הדרישה .      | 2a b−  אינה >

| 	מכיוו� ש, מתקיימת 50 55 | 2− > ,  �5bולכ V∉.  

 �  . איננה תת מרחבVלכ
  
  

  .  איננה תת מרחב מכיוו� שאינה מקיימת את תכונת הכפל בסקלר) V 	נסמנה כ(הקבוצה הנתונה   .ב
 :י דוגמא"נראה ע

תהי  
2 2 2

0 0
A

 
=  
 

  .A V∈ש �2 	 מכיוו 2 2 3 2+ 3  כאשר = Q∈.  

, Fמכיוו� שלא נתונה דרישה על השדה של איברי , מותר לבחור סקלר כזה  (7נבחר את הסקלר להיות 

�:  נבצע את ההכפלה).  R ששדה זה הוא אנו מניחי
2 2 2 2 7 2 2 7

7 7
0 0 0 0

A
   ⋅ ⋅

= =   
   

.  

)נית� לראות שכעת הדרישה אינה מתקיימת כי  )2 7 2 2 7 3 7 2⋅ + ⋅ = ⋅ )  	  ו⋅ )3 7 2⋅  אינו ⋅

  .רציונלי
 �  . איננו תת מרחבVלכ

  
  

 .  היא תת מרחב) V	 נסמ� כ(וצה הנתונה הקב  .ג
�  :נראה באופ� כללי את משמעות התנאי לשיו, לקבוצה, לפני שנראה את שלושת התנאי

  �)א ) 3 2

3 2 1 0f x a x a x a x a= + + + �) וג )f x V∈אזי :  

 
( ) ( )3 2 1 0 0

1 1
3 2 1 0 0 3 2 1 02 2

1 , 0f a a a a f a

a a a a a a a a a

= + + + =

+ + + = ⇒ + + = −
 

  
 :י הוכחת קיו� כל שלושת התנאי�"ב עכעת נראה קיו� תת מרח

I – V φ≠   :  איבר האפס הוא( ) 3 2 1

0 0 0 0 0 0f x x x x= + + + =   .  

0f V∈ כי ( )0 0 0f = ,( )0 1 0f = �) ומתקיי ) ( )1
0 02

1 0f f=.  

II –יהיו :  בור סגירות לחי( ) 3 2

3 2 1 0Af x a x a x a x a= + + +   ,( ) 3 2

3 2 1 0Bf x b x b x b x b= + +  	  כ, ש+

( ) ( ),A Bf x f x V∈. 1,   כלומר
3 2 1 02

a a a a+ + = − �1 וג
3 2 1 02

b b b b+ + = −.  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

3 2 3 2

3 2 1 0 3 2 1 0

3 2 1

3 3 2 2 1 1 0 0

A B A Bf x f x f x a x a x a x a b x b x b x b

a b x a b x a b x a b

+ = + = + + + + + + + =

= + + + + + + +
 

( ) 0 00A Bf a b+ = +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

3 3 2 2 1 1 0 0

1 1
3 2 1 3 2 1 0 0 0 0 0 02 2

1 1 1 1
0 0 0 02 2 2 2

1

0

A B

A B

f a b a b a b a b

a a a b b b a b a b a b

a b a b f

+

+

= + + + + + + + =

= + + + + + + + = − + − + + =

= + = + =

 

 

III –תהיה :  כפל בסקלר  ( ) 3 2

3 2 1 0Af x a x a x a x a= + + ) 	 כ, ש+ )Af x V∈ ,כלומר , �מתקיי

1
3 2 1 02

a a a a+ + = ):  נכפול בסקלר.  − ) ( ) ( )3 2

3 2 1 0A A
f x f x a x a x a x aλ λ λ= ⋅ = ⋅ + + +.  

( ) 00Af aλ λ=  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
3 2 1 0 0 0 0 02 2 2 2

1 0A Af a a a a a a a a fλ λλ λ λ λ= ⋅ + + + = ⋅ − + = ⋅ = =  

  

   �)ולכ )Af x Vλ ∈.  

 �  . הינה תת מרחבVהראנו קיו� כל שלושת התכונות ולכ
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



  63 מתוך 27 עמוד, פתרונות לשיעורי הבית, ט"סמסטר חורף תשס, ' אלגברה א104167
  

 il.co.hapetek.www://http © 2008יואל שוורצר  

  
   מערכת משוואות– 6גליו� 

  
  

  4שאלה , 6פתרו� לפרק 
  

  : ונדרג אותהA*נרשו� את 
  

2 2 1

3 3 1 3 3 2

3
*

1 2 3 1 2 3 1 2 3

3 1 2 0 7 11 3 0 7 11 3

1 5 8 0 7 11 0 0 0 2

R R R
R R R R R R

a a a

A b b a b a

c c a c b a

→ −
→ − → −

− − −     
     = − → − − → − −     
     − − − − +     

  

  

  �2א 0c b a− + )  אז ≠ ) ( )*2 3r A r A= ≠   .ולכ� אי� פתרונות למערכת, =

  �2א 0c b a− + )  אז = ) ( )* 2r A r A= )יש אינסו� פתרונות ודרגת חופש אחת כי , = ) 3 2 1n r A− = − =.  

  .לא יתכ� מצב בו יתקיי� פתרו� יחיד למערכת
  
  

  5שאלה , 6פתרו� לפרק 
  

  : ונדרג אותהA*נרשו� את 
  

( )

( )

( ) ( )

( )

2 2 1 2 2
3 3 13 3 1

1 11* 2 2

2 2

1 1 0 1 1 0 1 1 0

1 0 0 1 0 0 0 1 0 0

1 1 1 0 0 1 0 0 0 1 0

R R k R
R k R k k RR R k R

k k k

A k k k k

k k k k k k

→ − ⋅
→ − + + +→ − +

         = → − → −         + −    − − − − −     
  

�,0  :נבח� את הערכי� החשודי 1k = ±.  
  

0k נציב – Iמקרה  =         :

1 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 0

 
 
 
 
 

  .אחתנקבל אינסו� פתרונות ע� דרגת חופש ,   

)כי ( ) ( )* 2r A r A= =  ,( ) 3 2 1n r A− = − =.(  

  

1kנציב   –  IIמקרה  =      :

1 1 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 
 
 
 
 

  .נקבל אינסו� פתרונות ע� שתי דרגות חופש,   

)כי ( ) ( )* 1r A r A= =  ,( ) 3 1 2n r A− = − =.(  

  

1k נציב  – IIIמקרה  = −      : 

1 1 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

− 
 
 
 
 

  , �  .שתי דרגות חופשאינסו� פתרונות ע

�  :לסיכו
0kלמערכת יש אינסו� פתרונות ע� דרגת חופש אחת כאשר  =.  

,1 כאשר  דרגות חופש2 ע� למערכת יש אינסו� פתרונות 1k = −.  

 �,1עבור הערכי 0, 1k ≠   . יש למערכת פיתרו� יחיד−
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  12שאלה , 6פתרו� לפרק 

  
3 היא מסדר Aנית� להסיק כי המטריצה , פ הנתו�"ע   . נעלמי�4	 משוואות ו3כלומר יש , ×4

נית� לפסול את ) אינסו� פתרונות, פתרו� יחיד, אי� פתרו�(יות למספר הפתרונות האפשריי� מבי� שלושת האפשרו
"�יש  נעלמי� ויש פתרו� למערכת אז בהכרח 4	  משוואות ו3וא� יש .  מכיוו� שנתו� שיש פתרו� למערכת" אי� פתרו

  .אינסו� פתרונות ע� דרגת חופש אחת
  
  

  18שאלה , 6פתרו� לפרק 
  

 �למערכת :   ⇐כיוו

1 4 7

2 5 8

3 6 9

a

b

c

 
 
 
 
 

    �    ⇐ יש פתרו

1 4 7

2 , 5 , 8

3 6 9

a

b span

c

        
        ∈         
        

        

.  

  
  :נדרג את מטריצת המערכת

      
2 2 1

3 3 1 3 3 2

2
3 2

1 4 7 1 4 7

2 5 8 0 3 6 2

3 6 9 0 6 12 3

R R R
R R R R R R

a a

b b a

c c a

→ −
→ − → −

   
   → − − − →   
   − − −   

 

( ) ( )
1

2 23 1
3

1 4 7 1 4 7

0 3 6 2 0 1 2 2

0 0 0 2 0 0 0 2

R R

a a

b a a b

c a b c a b

→ −

   
   − − − → −   
   + − + −   

 

  
2נרצה שיהיה פתרו� למערכת ולכ� נדרוש  0c a b+ − =  :2c b a= !)   לא הנעל�, וקטור הפתרו�( b	כלומר ה, −

הוא עכשיו 

2

a

b

b a

 
 
 
 − 

.  

נדרג את המטריצה  , כעת כדי לבדוק מהי הקבוצה הפורשת הקנונית

1 2 3

4 5 6

7 8 9

 
 
 
 
 

:  

( )

2 2 1

3 3 1 3 3 2

1
2 23 1 1 2

4
7 2

2

1 2 3 1 2 3

4 5 6 0 3 6

7 8 9 0 6 12

1 2 3 1 2 3 1 0 1

0 3 6 0 1 2 0 1 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0

R R R
R R R R R R

R R R R R

→ −
→ − → −

→ − → −

   
   → − − →   
   − −   

−     
     − − → →     
     
     

  

  

  �לכ

1 4 7 1 0 1 0

2 , 5 , 8 0 , 1 0 1

3 6 9 1 2 1 2 2 2

span span

α α
α β β β

α β β α

                    
                    = = + = =                    
                    − − − + −                    

  

  
2cכלומר קיבלנו כי וקטור הפתרו� מקיי� את  b a= −�  . שהוא התנאי עבורו יש למערכת פתרו

.⇐ל כיוו� .ש.מ
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 �:   ⇒כיוו

1 4 7

2 , 5 , 8

3 6 9

a

b span

c

        
        ∈         
        

        

     למערכת ⇐     

1 4 7

2 5 8

3 6 9

a

b

c

 
 
 
 
 

�  . יש  פתרו

  

הוכחנו כבר כי 

a

b

c

 
 
 
 
 

י  " נפרש ע

1 4 7

2 , 5 , 8

3 6 9 2

span

α
β

β α

        
        =        
        −        

2cכלומר מתקיי� כי ,   b a= −.  

  

נדרג את המערכת 

1 4 7

2 5 8

3 6 9

a

b

c

 
 
 
 
 

2cנקבל כי התנאי לפתרונה הוא  ו b a= פ הנתו� ולכ� "התנאי מתקיי� ע.  −

�  .למערכת יש פתרו
  .⇒כיוו� . ל.ש.מ
  
  

  21שאלה , 6פתרו� לפרק 
  

2Aנתו� כי  Z∈ ,לא יתכנו אינסו� פתרונות �  .'ד	ו' � לפסול את סעיפי� אנית.  ולכ� תחת שדה זה לעול

2p: אצלנו.  pמספר דרגות החופש הוא איזשהי חזקה של .  כלומר יש מספר דרגות חופש,  פתרונות8נתו� כי יש  = 

32 	ולכ� מכיוו� ש   :A את דרגת  ג� נית� להסיקכעת . 3  נסיק כי מספר דרגות החופש הוא=8

( ) ( )3 6 3r A x n r A x= = ⇐ − = −   . שורות אפסי�אי� Aצורה המדורגת של כלומר ב,  שורותA 3	ל.    =

�): זאת כשורהתכ� ת לא A*מטריצה ב , בזמ� דירוג,לכ )0 0 | aK 0  כאשרa ≠ , �כי אז לא יהיה פתרו

Ax עבורו למערכת cכי לא יתכ� , נכו�' לפיכ, ג  .למערכת c=�  . אי� פתרו
  .לא נכו�' י� המכיוו� שיש דרגות חופש אז לא יתכ� פתרו� יחיד ולכ� סע

ולכ� , במערכת האי הומוגניתדרגות החופש הומוגנית קובע את מספר ה במערכת דרגות החופשמספר , פ משפט"ע
  .נכו�' סעי� בולכ� , קובע ג� את מספר הפתרונות

  
  

  3שאלה , 3עמוד , 13פתרו� לפרק 
  

  : ונדרג אותהA*נרשו� את 
  

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 1

3 3 1

4 4 1

2

*

2

2

1 0 1
1 0 1

1 1 1 0 1 0 1 1

0 0 1 40 1 1 4

0 0 0 2 1
0 2 1

R R aR
R R bR
R R bR

b a
b a

a a ab a

A
ab b b ab

a b a
b b a b b a ab

→ −
→ −
→ −

 
  
 + + 
 = → 
 + + + 
    − +   − + + + 

  

  
  :פ האיברי� המובילי�"כעת נפריד למקרי� ע

  

0a נציב – Iמקרה  =   :

( )

4 4 32

1 0 1 0 1 0 1 0

0 1 0 1 1 0 1 0 1 1

0 0 0 1 4 0 0 0 1 4

0 0 0 2 1 0 0 0 0 1 8

R R bR

b b

b b

→ +

   
   
   →
   
    − +  

  

  

 �1א
8

b = ) אז − ) ( )* 3r A r A=   . ולכ� יש אינסו� פתרונות ע� דרגת חופש אחת=

 �1א
8

b ≠   . נקבל סתירה−
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2a א� – IIמקרה  b=   :

( )

1
2

1 0 1

0 1 0 1 1

0 0 1 4

0 0 0 0 1

a a

a

a

 
 
 
 
  + 

  

 �1aא = − :( ) ( )* 3r A r A=   . ולכ� יש אינסו� פתרונות ע� דרגת חופש אחת=

 �1aא   .נקבל סתירה: −≠
  

2a א� – IIIמקרה  b≠   :

( ) ( )

1 0 1

0 1 0 1 1

0 0 1 4

0 0 0 2 1

b a

a

a b a

 
 
 
 
  − + 

  

  .Iנקבל פתרו� כמו במקרה 
  

�  :סיכו

  סתירה נקבל כאשר
1
8

0a

b

=
 ≠ −
 או   

1

2

a

a b

≠ −


=
.  

אינסו� פתרונות ע� דרגת חופש אחת נקבל כאשר 
1
8

0a

b

=
 = −

 או  
1
2

1a

b

= −


= −
.  

פתרו� יחיד נקבל כאשר  
0

2

a

a b

≠


=
  או 

1
2

1a

b

= −


≠ −
.  

  
  
  

  ' א4שאלה , 10עמוד , 13פתרו� לפרק 
  

uדורשי� כי  vα β+ של �Ax ג� כ� יהיה פיתרו b=  .זאת במפורש �  :נרשו

( ) ( )A u v Au Av b b b bα β α β α β α β+ = ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ = + =  

) א� כ, התנאי הוא ) 1α β+ =.  

  
  

  ' ב3שאלה , 2עמוד , 14 פתרו� לפרק
  

  : נית� להסיק5Zפ הנתו� כי המטריצה היא מעל "ע

  . אז יש פתרו� יחיד9א� דרגת המטריצה היא 

  . פתרונות אפשריי�5 יש 5Zכלומר מעל ,  אז יש דרגת חופש אחת8א� דרגת המטריצה היא 

25כלומר ,  אז יש שתי דרגת חופש7א� דרגת המטריצה היא  25=�  . פתרונות אפשריי

35כלומר ,  אז יש שלוש דרגת חופש6א� דרגת המטריצה היא  125=�  . פתרונות אפשריי

45כלומר ,  אז יש ארבע דרגת חופש5א� דרגת המטריצה היא  625=�  . פתרונות אפשריי
  
  .6הדרגה היחידה המתאימה לכ, היא דרגה .  150 	 ל40מספר הפתרונות נמצא בי� , פ הנתו�"ע
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   מטריצות הפיכות– 7גליו� 
  
  

  7שאלה , 8פתרו� לפרק 
  

  .הטענה אינה נכונה

:  למשל, ל מטריצות הפיכות היא מטריצה הפיכהלא תמיד סכו� ש, ראשית
1 0 1 0

,
0 2 0 2

A B
   

= =   −   
 � ה

מטריצות הפיכות א,  
2 0

0 0
A B

 
+ =  

 
)ולכ� הצד השמאלי של המשוואה ,   אינה הפיכה ) 1

A B
−

  . כלל איננו מוגדר+

  :ל"נית� להפרי, את הטענה ג� ללא הטיעו� הנ

תיהינה 
1 0

0 1
A B I

 
= = =  

 
  ⇐       ( )

2 0

0 2
A B

 
+ =  

 
      ⇐      ( )

1
1 2

1
2

0

0
A B

−  
+ =  

 
.  

1 1
1 0

0 1
A B I
− −  
= = =  

 
  ⇐       1 1

2 0

0 2
A B
− −  
+ =  

 
.   

  
  .ששני אגפי המשוואה אינ� שווי� ולכ� הטענה איננה נכונהקל לראות 

  
  

  9שאלה , 8פתרו� לפרק 
  

14:  שווה לאחד14bהאיבר   1b =  .  

	ואת איבריה כ, C 	 כABנסמ� את המטריצה : הסבר
ij

c  .ע" �1פ הנתו
AA AB C I

− = = =.  

 בעמודה Aהוא מתקבל מהכפלת השורה הרביעית של : 44cנבח� את האיבר .  1 ה� C	לפיכ, כל איברי האלכסו� ב

  :או בצורה פורמלית, B	הראשונה מ
4

44 4 4 41 14 42 24 43 34 44 44

1

1i i

i

c a b a b a b a b a b
=

= = + + + =∑.  

42 	א, מכיוו� ש 43 44 0a a a= = = �44 וג 1c 41 אז חייב להתקיי� כי = 14 1a b 41 	ומכיוו� שידוע ש,  = 1a  אז =

14 	בהכרח נובע ש 1b =.  

  
  

  12שאלה , 8פתרו� לפרק 
  

 �0Axלמערכת   ⇐   היא הפיכהAמטריצה :   ⇐כיוו   . יש רק הפתרו� הטריוויאלי=
  :הוכחה

         ⇐     ) היא מכפלת אלמנטריות−1Aכי ( I	  שקולה שורות לA    ⇐ היא הפיכה     Aהמטריצה 

)לאחר שנדרג לצורה קנונית את המערכת  ) ( )* |A A b=)   כאשרbאת המערכתנקבל)  הוא וקטור האפס  ( )|I b   .

b שכל הפעולות על שורות שהפעלנו על �, b	ר ב לא יכלו לשנות את ער, א� איבA הוא עדיי� וקטור האפס מכיוו
  .  וקטור זה ה� אפסי�ומכיוו� שכל האיברי� ב

�), לכ )|I b ראה כ,ת:  

01 0 0 0

00 1 0 0

00 0 1 0

00 0 0 1

 
 
 
 
 
 
 
 

L

L

MM M O M M

L

L

:   או א� נתרג� זאת למשוואות, 

1

2

0

0

0
n

x

x

x

=
 =


 =

M
  

 �)כמו כ ) ( )*n r A r A=   .יד ולכ� הפתרו� הוא יח=

  .זהו הפתרו� הטריוויאלי, או במילי� אחרות, כלומר הפתרו� היחיד האפשרי הוא א� כל המשתני� ה� אפס

)נותר רק לציי� כי פתרו� המערכת  )|I b המערכת �) זהה לפתרו )|A b שקולות � מכיוו� ששתי מטריצות אלה ה

� כיוו. ל.ש.מ.      שורה⇐.  
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 �0Axלמערכת :   ⇒כיוו   . היא הפיכהA         המטריצה ⇐ יש רק הפתרו� הטריוויאלי         =

    :הוכחה

0Axלמערכת  )למערכת   ⇐   יש רק הפתרו� הטריוויאלי= )|A b כאשר b רק � הוא וקטור האפס יש פתרו

)  ⇐    0כאשר כל המשתני� מקבלי� ער,  )|A bו נראה מהצורה בצורה הקנונית של:  

01 0 0 0

00 1 0 0

00 0 1 0

00 0 0 1

 
 
 
 
 
 
 
 

L

L

MM M O M M

L

L

      ⇐  Aשקולה שורות ל 	 I          ⇐  Aהפיכה .  

  .⇒כיוו� . ל.ש.מ
  
  

  15שאלה , 8פתרו� לפרק 
  

0Axלמערכת , נשי� לב כי באופ� כללי א� יש פתרו� נוס� ).  0 שווה xהווקטור ( יש תמיד את הפתרו� הטריוויאלי =
  ).Rמעל (תרונות אזי יש אינסו� פ, ) הוא לא ווקטור האפסxכלומר הווקטור (

למע� הנוחות נסמ� : נחזור לתרגיל שלנו
1

2 1

a
A

a

 
=  
 

.  

כי (זהו אינו הפתרו� הטריוויאלי .   עבורו יש למערכת פתרו�x קיי�נתו� כי 
1 0

0x

   
≠   

   
  לכ� נסיק כי , )

17למערכת  
1 0

0
A

x

   
=   

   
  I 	 לא שקולה שורות ל17A  ⇐  1 היא 17A     דרגת ⇐ יש אינסו� פתרונות    

⇐   17Aלא הפיכה   ⇐  A  דרגת ⇐ לא הפיכה    A השורות  ⇐  1 היא �  .יש פרופורציה בי
  

  :נבטא את הפרופורציה בי� השורות

2
1 2 1

,
1 2

a
R a

a

β
β

β
=

∈ ⇒ =
=

 

  
  
  

  ' ב4שאלה , 10עמוד , 13פתרו� לפרק 
  

  . יש רק שורה אחת שונה מאפסPA	 כ, שלPתמיד קיימת מטריצה הפיכה , הטענה נכונה
וכל שורה אחרת בה היא כפולה בסקלר של השורה , י� כלשה� אשר בשורה הראשונה שלה יש ערכAנתונה : הוכחה

:    כ,Aנבטא את המטריצה .  הראשונה

2

3

n

r

r

r

r

α

α

α

 
 
 
 
 
 
 
 

M

	  מסמלת שורה וr  כאשר 
i

α�  . סקלרי

:   Aנבצע את הפעולות הבאות על 

2 2 2

3 3 3

n n n

R R r

R R r

R R r

α

α

α

→ −
 → −


 → −

M
: לאחר ביצוע פעולות אלו נקבל מטריצה כזו  .   

0

0

0

r 
 
 
 
 
 
 
 

M

,   

  .0	כלומר מטריצה שרק שורה אחת שלה שונה מ
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: נקבל. Aהפעולות שביצענו על  ונבצע עליה את Iנקח את : Pכעת ניצור את 

2

1

1 0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1

n

n

α

α
α

−

 
 − 
 
 
− 
 − 

L

L

M M O M M

L

L

.  

P הפיכה כי התקבלה מביצוע פעולות על שורות על המטריצה I.  
  . נבנתה כ, שתאפס בעזרת השורה הראשונה כל שורה אחרתP	מכיוו� ש,  שורה אחת שונה מאפסPA 	ב
  
  

  ' ב3שאלה , 17עמוד , 14פתרו� לפרק 
  

  :I לצורה הקנונית ובו בזמ� נבצע את הפעולות על Aנעביר את 

2 2 2 2 1

2 2 1 1 2

2

3 3

1 2 1 0 1 2 1 0

3 2 0 1 1 4 0 2

1 2 1 0 1 2 1 0 1 0 2 3

0 2 4 2 0 1 2 1 0 1 2 1

R R R R R

R R R R R

A
→ → −

→ → +

   
= → →   
   

     
→ →     

     

 

  

  �1לכ
2 3

2 1
A
−  
=  
 

.  

  
  :נבנה את המטריצות האלמנטריות המבוקשות

  

2 22
1 0

:
0 2

R R→  
→  

 
 2 2 1

1 0
:

4 1

R R R→ −  
→  

 
  2 23

1 0
:

0 3

R R→  
→  

 
 1 1 23

1 3
:

0 1

R R R→ +  
→  

 
 

  

�1:  ולכ
1 3 1 0 1 0 1 0 2 3

0 1 0 3 4 1 0 2 2 1
A
−      

= =      
      
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   תלות לינארית– 8גליו� 
  
  

  7שאלה , 4פתרו� לפרק 
  

  :נדרג את הוקטורי� וננסה להגיע לשורת אפסי� על מנת לקבל תלות לינארית
  

 :αבמקרה זה השורות תלויות עבור ער, מסויי� של   .א

 

( ) ( )

2 2 1

3 3 1 3 3 22

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 2 0 1 1 0 1 1

1 3 0 2 1 0 0 3

R R R
R R R R R R

α α α

→ −
→ − → −

    
    → →    

     − −     

 

  
3αכלומר קיבלנו כי עבור  = �  .ולכ� הוקטורי� תלויי� נקבל שורת אפסי

  :נקבל את הוקטור הראשו� כצירו� של האחרי� כ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 3 1 3 3 1 1 1 1 2 1 2 2α = = − ⋅ + ⋅. 

 

 :α ער, של לכלבמקרה זה השורות תלויות   .ב

 

2 2 1

3 3 1 2 2 3

5
7

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

5 1 2 2 0 4 3 3 0 0 0 0

7 3 4 4 0 4 3 3 0 4 3 3

1 3 1 1 3 1 1 3 1

R R R
R R R R R R

α α α

→ −
→ − → −

     
     − − −     → →
     − − − − − −
     

− − −     

 

  
�  .α	שורת האפסי� תשאר שורת אפסי� ללא כל קשר ל.  קיבלנו שורת אפסי

  

 :במקרה זה הוקטורי� אינ� תלויי� לינארית  .ג
  

( )
( )

2 2 1

3 3 1 2 3

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 0 1 0 0 1 0 0 1 2 1

1 1 0 0 1 2 1 0 0 1 0

R R R
R R R R R α

α α

→ −
→ − ↔

    
    → − → − − −    

    − − − − −    

 

  
  .α	 ללא קשר ל, ולכ� הוקטורי� בלתי תלויי�,  שנבחר לא יתקבלו שורות אפסי�αלכל ער, של 

אחרת הוא היה נפרש על יד� ואז (א נית� לבטא אחד מה� בעזרת השאר מכיוו� שהוקטורי� בלתי תלויי� ל
�  .ולכ� לא נית� לבטא את הווקטור הראשו� בעזרת השאר, )ה� כ� היו תלויי

  
  

  11שאלה , 4פתרו� לפרק 
  

      :  נוכיח.הטענה נכונה

, פ נתו�"ע
1

1

x

y

 
 
 

 	 ו
2

2

x

y

 
 
 

  : לומרכ.  ל.ת. ב

1 2

1 2

0 0
x x

y y
α β α β

   
= = ⇐ + =   

   
  :          או בצורת משוואות

        
1 2

1 2

0
0

0

x x

y y

α β
α β

α β

+ =
= = ⇐ 

+ =
.  

  

כעת נניח בשלילה כי 

1

1

1

x

y

z

 
 
 
 
 

 	 ו

2

2

2

x

y

z

 
 
 
 
 

  :כלומר,  תלויי� לינארית
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 �  	 לא כול� אפס כ, שβ	 וαקיימי� סקלרי

1 2

1 2

1 2

0

x x

y y

a z

α β
   
   + =   
   
   

:        או בצורת משוואות.   

1 2

1 2

1 2

0

0

0

x x

y y

z z

α β

α β

α β

+ =


+ =
 + =

.  

  
�  ).ג� עבור השלישיתגורר ש ( להיות אפס עבור שתי המשוואות הראשונותחייבי� β	  וαשכ� , א, זוהי סתירה לנתו

�ולכ� , ההנחה בשלילה שגויה, לכ

1

1

1

x

y

z

 
 
 
 
 

 	 ו

2

2

2

x

y

z

 
 
 
 
 

  . ה� בלתי תלויי� לינארית

  .ל.ש.מ
  
  

  15שאלה , 4פתרו� לפרק 
  

,המטריצות  , ,A B C Dתלויות לינארית �  :נראה זאת.   אכ

  

1 1 2

3 3 2 1 1 3

3

3 8 11 16 10 9 0 1 1 2 5 3

1 3 4 6 5 4 1 3 4 6 5 4

1 2 3 4 0 1 0 1 1 2 5 3

3 8 0 16 10 9 3 8 0 16 10 9

0 0 0 0 0 0

1 3 4 6 5 4

0 1 1 2 5 3

3 8 0 16 10 9

R R R
R R R R R R
→ −
→ − → −

− − − − −   
   − −   → →
   − − − − −
   
   

 
 − 
 − − − −
 
 

 

  .קיבלנו שורת אפסי� ולכ� המטריצות תלויות
  :נית� לעקוב אחר הפעולות על שורות שעשינו ולבטא אות� כ,.   כצירו� לינארי של השארAנראה את 

( )

1 1 2 1

3 3 2 1

1 1 3 1 1

3 : 3

:

: 3 2 0 2

R R R A A B

R R R C C B

R R R A C A B C B A B C A B C

→ − = −

→ − = −

→ − − = − − − = − − = ⇒ = +

 

  

�:       נוודא שאכ� זה מתקיי
3 8 11 1 3 4 1 2 3

2
16 10 9 6 5 4 4 0 1

− − −     
= +     

     
 

  
  : כצירו� של השארDל מנת למצוא את הביטוי של נמשי, לדרג ע

  

( )
4 4 2

3 3 4 4 3

3
1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 3 4 6 5 4 1 3 4 6 5 4

0 1 1 2 5 3 0 1 1 2 5 3

3 8 0 16 10 9 0 1 12 2 5 3

0 0 0 0 0 0

1 3 4 6 5 4

0 1 1 2 5 3

0 0 11 0 0 0

R R R
R R R R R

→ −
→ − → +

   
   − −   → →
   − − − − −
   

− − − −   

 
 − 
 −
 
 

 

  
  .'וכו, Bהשנייה את , Aנשי� לב שבמהל, כל הדירוג לא החלפנו שורות זו בזו ולכ� השורה הראשונה מייצגת את 

,ראות כי הוקטורי� נית� ל ,B C Dלינארית �ארי של  כצירו� לינ מה�כלומר לא ניתני� לביטוי אחד,  אינ� תלויי

  .Dובפרט ג� לא את  , השאר
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  20שאלה , 4פתרו� לפרק 

  
  :י דוגמא נגדית מפורשת"נפרי, ע.  הטענה אינה נכונה

  .   ההגדרה כי איבר האפס הוא תלוי לינאריתההפרכת מתבססת על
  

:           וקטורי�3נבחר 
1 0 0

, ,
0 1 0

u v w
     

= = =     
     

.  

  
  : מתקיימת" א�"נראה כי טענה ה

 �,הוקטורי� תלויי� לינארית כי קיימי� סקלרי ,α β γ �0u לא כול� אפס המקיימי v wα β γ+ + =   .  
  

,0חר  למשל נב 0, 5α β γ= = :      ונקבל=
1 0 0

0 0 5 0
0 1 0

     
⋅ + ⋅ + ⋅ =     
     

 .  

  

u, הוא אינו צירו� לינארי של vאבל  w  ) �λ,כי אי� סקלרי δכ, ש 	  
1 0 0

0 0 1
u w vλ δ λ δ

     
+ = + = =     

     
.(  

 .כונהלכ� הטענה אינה נ
  
  

  ' א5שאלה , 14עמוד , 13פתרו� לפרק 
  

}, פ נתו�"ע }1, , mv vK    אפס כ, ש⇐ קבוצה תלויה �1 	    קיימי� סקלרי� לא כול 1 0
m m

v vα α+ + =K.  

  .ח שמקדמי הוקטורי� ה� כול� אפס גורר בהכר תת הקבוצהכלומר כל צירו� לינארי של, .ל.ת.כל תת קבוצה שלה ב
  

1כלומר במשוואה , נניח בשלילה את ההפ, מהטענה 1 0
m m

v vα α+ + =Kלפחות סקלר אחד אשר הוא אפס �  . קיי

כ רק הסקלר "נניח כי בה
i

αשווה לאפס .  

1            :    המשוואה המקורית 1 1 1 1 1 0
i i i i i i m m

v v v v vα α α α α− − + ++ + + + + =K K  

נית� לרשו� אותה ללא , תא, כע
i i
vα)  0כי

i
α = :(               1 1 1 1 1 1 0

i i i i m m
v v v vα α α α− − + ++ + + + =K K  

הנחנו כי רק 
i

αמאפס  ⇐   שווה לאפס �  ⇐    כל שאר הסקלרי� שוני
  ⇐   ששווה לאפס אשר מקדמי הוקטורי� שוני� מאפסNקיבלנו צירו� לינארי של תת קבוצה ממש של 

  .הקבוצה תלויה לינארית
  .ל.ת. היא בNפ הנתו� כל תת קבוצה של "קיבלנו סתירה כי ע
  .ה שגויה ולכ� הטענה נכונהלכ� הנחת השליל

  
  

  ' ב4שאלה , 12עמוד , 14פתרו� לפרק 
  

2מטריצה מסדר  :  היא מצורה כזו×3
a b c

d e f

 
 
 

  .פ הדרגה שלה"ע, י הפרדה למקרי�"נוכיח את המשפט ע.  

  :0 דרגת המטריצה – Iמקרה 

:  נקבל את מטריצת האפס
0 0 0

0 0 0

 
 
 

  .�1:  עמודות המטריצה ה 2 3

0 0 0
, ,

0 0 0
C C C

     
= = =     
     

.  

 �,העמודות תלויות לינארית כי קיימי� סקלרי ,α β γאת המשוואה �  : שאינ� כול� אפס המקיימי

0 0 0 0

0 0 0 0
α β γ
       

+ + =       
       

.  

  

  :1 דרגת המטריצה – IIמקרה 
  כלומר א� המטריצה היא .  אזי יש פרופורציה בי� השורות, 2ורות הוא  ומספר הש1א� דרגת המטריצה היא 
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a b c

d e f

 
 
 

   �)  אז מתקיי ) ( )a b c d e fλ λ=      ⇐        

a d

b e

c f

λ

λ
λ

=


=
 =

.  

  
  ). וקיבלנו את מטריצת האפס0יברי� ה� אחרת כל הא(, 0=0נשי� לב כי בהכרח אחת המשוואות היא לא 

aכ תיהיה זו "בה (0=0 	א� יש רק משוואה אחת שונה מ dλ = (   �אזי נית� לרשו
0 0 0

0
0 0 0

a

d
β γ

       
+ + =       

       
  

,כאשר  0β γ ≠.  

 אזי נית� לרשו�  )  הראשונות2למשל  (0=0 	א� יש שתי משוואות שונות מ
0 0

0 0
0 0

a b

d e
γ

       
+ + =       

       
  

0γכאשר  ≠.   

נשי� לב כי    (:נית� לרשו� אז 0=0 	 א� שלושת המשוואות שונות מ
d e

a b
=  ,�  :) לכ

0 0
1 0

0

a
b

ea
bb

a b a aa b ca

d ad e f d db d e

− −            
− + = = = =            − −−           

. 

  
  

  :2 דרגת המטריצה היא – IIIמקרה 
  :  היא תיהיה מהצורהואז, לצורה קנוניתנביא את המטריצה 

  

.  א
0 1 0

0 0 1

 
 
 

:  ואז 
0 1 0 0

0 0
0 0 1 0

α
       

+ + =       
       

0αעבור    ( ≠.(  

  

. ב
1 0

0 0 1

x 
 
 

 �0x ואז א  אז =
1 0 0 0

0 0
0 0 1 0

α
       

+ + =       
       

0αעבור    ( ≠(,  

 �0x      וא ) אז ≠ )
1 0 0

1 0
0 0 1 0 0

x x x
x

−         
+ − + = =         

         
.  

  

. ג
1 0

0 1

x

y

 
 
 

) :   ואז ) ( )
1 0 0

1
0 1 0

x x x
x y

y y y

−         
− + − + = =         −         

.  

  
  . העמודות אינו משנה את התלות בי� במקרה זהדירוג המטריצה אמנ� משנה את מרחב העמודות א,

  
2ה מסדר הראינו כי לכל צורה של מטריצ   . עמודות המטריצה ה� תלויות×3

  .ל.ש.מ
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   בסיס ומימד– 9גליו� 
  
  

  4שאלה , 5פתרו� לפרק 
  

 �]על מנת לקבוע א ]3W P t= יש לדרג את איברי בסיס W:  

1 2 4 1 1 0 6 5

2 3 9 1 0 1 1 3

1 0 6 5 0 0 0 0

2 5 7 5 0 0 0 0

− −   
   − − −   → →
   −
   

−   

K  

)לכ� נית� להסיק כי  )dim 2W =.  

]	מכיוו� ש ]( )3dim 4P t ] אז ברור כי = ]3W P t≠.  

}:  הואWבסיס  }3 26 5, 3t t t t+ − +   .2 הוא W ומימד −

] של על מנת להשלי� לבסיס ]3P t בבסיס של �, W נוסי� שני וקטורי� כ, שיהיו בלתי תלויי� בווקטורי� הקיימי

נית� להיעזר במטריצה הקנונית שמצאנו ולראות ששני וקטורי� כאלו יכולי� להיות .  4ואז דרגת הבסיס תיהיה 

)למשל  ) ( )0 0 1 0 , 0 0 0   :   ואז נקבל , 1

1 0 6 5

0 1 1 3

0 0 1 0

0 0 0 1

− 
 − 
 
 
 

 

] כ, שיהיה שווה לבסיס של Wכלומר בסיס חדש של  ]3P tהוא :    { }3 26 5 , 3 , , 1t t t t t+ − + −.  

  
  

  11שאלה , 5פתרו� לפרק 
  

 .י דוגמא נגדית מפורשת"נפרי, ע.  לא נכו�  .א

3nיהי  יהי המרחב הוקטורי .  =

0 0

0 0 | , ,

0 0

a

V b a b c R

c

  
  = ∈  
  
  

  . המטריצות האלכסוניות קבוצתאו , 

  :  V הפורשות את 3	 שדרגת כל אחת מה� קטנה ממש מנראה שלוש מטריצות

1 2 3

1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 , 0 1 0 , 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1

A A A

     
     = = =     
     
     

.  

  

1י "נראה מטריצה הנפרשת ע 2 3, ,A A A למשל:  3 שאינה מדרגה קטנה  ( )1 2 3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

B A A A

 
 = + + =  
 
 

.  

)מתקיי� כי  ) 3r B   . איננה נכונהn	  מכיל רק מטריצות מדרגה קטנה ממש מVכלומר הטענה כי המרחב, =
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 .מא נגדית מפורשתי דוג"נפרי, ע.  לא נכו�  .ב

3nיהי  1י  " המרחב הוקטורי הנפרש עVויהי , = 2

1 0 0 0 0 1

0 1 0 , 0 1 0

0 0 1 1 0 0

A A

   
   = =   
   
   

.  

3nמתקיי� כי דרגת כל אחת מהמטריצות היא  =.  

1י "כעת נראה מטריצה הנפרשת ע 2,A A 3 אשר אינה מדרגהn =  :( )1 2

1 0 1

0 2 0

1 0 1

B A A

 
 = + =  
 
 

.  

:   נדרג אותה

1 0 1 1 0 1

0 2 0 0 1 0

1 0 1 0 0 0

   
   → →   
   
   

K.  

)מתקיי� כי  ) 2r B    מטריצת האפס  אוn מכיל רק מטריצות מדרגה Vכלומר הטענה כי המרחב, =

  .איננה נכונה
  

  14שאלה , 5פתרו� לפרק 
  

 :הוכחה.  הטענה נכונה  .א

}פ נתו� "ע }1 2 3, ,v v vבסיס ל 	V  ⇐   �1האיברי 2 3, ,v v v את �    ⇐  V פורשי

uלכל  V∈ �, קיימי� סקלרי ,α β γכ, ש 	1  2 3v v v uα β γ+ + =.  

  

}נניח בשלילה כי  }1 2 2 3 3 1, ,v v v v v v+ +     ⇐  V	 אינו בסיס ל+

uקיי� איבר V∈ �, כ, שלא קיימי� סקלרי ,α β γ �) המקיימי ) ( ) ( )1 2 2 3 3 1v v v v v v uα β γ+ + + + + =.  

  :שמאלנתבונ� באג� 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 3 3 1 1 2 3 1 1 2 2 3 3v v v v v v v v v v v v uα β γ α γ α β β γ λ λ λ+ + + + + = + + + + + = + + =  

1פ הנחת השלילה לא קיימי� סקלרי� "כלומר ע 2 3, ,λ λ λכ, ש 	1  1 2 2 3 3v v v uλ λ λ+ +  א, זוהי סתירה  ,=

 �1שכ� נתו� כי האיברי 2 3, ,v v v את �1 ולכ� בהכרח קיימי� סקלרי� V פורשי 2 3, ,λ λ λכ, ש 	 

1 1 2 2 3 3v v v uλ λ λ+ + =.  

  .לכ� הטענה נכונה
  

 :י דוגמא נגדית מפורשת"נפרי, ע.  הטענה אינה נכונה  .ב

3יהי  1

2V Z
1י הוקטורי�   " המרחב הנפרש ע=× 2 3

1 0 0

0 , 1 , 0

1 1 1

v v v

     
     = = =     
     
     

נדרג אות� על מנת לוודא .  

:  שה� אכ� מהווי� בסיס
1 1 3

2 2 3

1 0 1 1 0 0

0 1 1 0 1 0

0 0 1 0 0 1

R R R
R R R
→ +
→ +

   
   →   
   
   

.  

 �1אי� שורות אפסי� ולכ 2 3, ,v v vופורשת את . ל.ת. בV.  

}כעת נראה את  }1 2 2 3 3 1, ,v v v v v v+ + +        :1 2 2 3 3 1

1 0 1

1 , 1 , 0

0 0 0

v v v v v v

     
     + = + = + =     
     
     

.  

{ }1 2 2 3 3 1, ,v v v v v v+ + 3 מכיוו� שהאיבר V	  לא בסיס ל+ 1

2

0

0

1

Z
×

 
 ∈ 
 
 

�  . אינו נפרש על יד

  .לכ� הטענה אינה נכונה
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3 שהיא מסדר tAיצה   נבח� את המטר.הטענה נכונה  .ג 2×. 
  :באופ� כללי דרגת מטריצה קטנה או שווה למינימו� של מספר השורות או העמודות שלה, פ משפט"ע

עבור מטריצה 
n m

B ×�):  מתקיי ) { }min ,r B n m≤.  

):  אצלנו ) { }min 2,3 2tr A =   ⇐  2 או 1 או 0 היא  tAדרגת   ⇐   =

  .ל. ה� תAעמודות   ⇐    .ל. ה� תtA מטריצההשורות 
 

 .י דוגמא נגדית מפורשת"נפרי, ע. כונההטענה אינה נ  .ד

3 מסדר נתבונ� במטריצה 3×:  

1 0 0

0 0 0

0 1 0

A

 
 =  
 
 

.  

  
3קל לראות כי דרגתה  1 2− = ,�  .א, השורה האחרונה שלה היא לא שורת אפסי

  

 :י דוגמא נגדית מפורשת"נפרי, ע.  הטענה אינה נכונה  .ה

3ונ� במטריצה מסדר נתב 3×  :

1 0 0

0 0 0

0 1 0

A

 
 =  
 
 

.  

  
3קל לראות כי דרגתה  1 2−  .הקודמתבשורה א, השורה האחרונה שלה אינה תלויה לינארית , =

  
  

  7שאלה , 7פתרו� לפרק 
  

  : בצורה אחרתW	 וUנבטא את 

{ }3 2

1 0 1 0

0 1 0
,

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 1 0 0

0 1 0 1 0
,

1 1

0 0 0 0 0 0 0

a
W sp x x x ax

W sp
a a a a

α α
β β

α β
α β α β

 
 − = + − ⇒ ⇒
 
 
 

              
              
              = = + = + =              − − − −                             

 

 

{ }3 2

1 0 0

0 1 0 1
, 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 1 0 0

0 1 0 1 0
,

0 0 0

0 1 0 1 0

a

U sp x ax x

U sp
a a a a

γ γ
δ δ

γ δ
γ γ

δ δ

− 
 
 = − + ⇒ ⇒
 
 
 

              
              
              = = + = + =              − − − −                             

 

  
נאל0 את הוקטורי� להיות מאותה ,  על מנת לבטא איבר הנמצא בחיתו, ולפיכ, נמצא בכל אחד מתתי המרחב, כעת

)	ר השלישי יהיה האיבר הראשו� מוכפל בנדרוש שהאיב, Uא� נסתכל על הוקטור של , כלומר.  הצורה )a− ,  

  :W	ל לוקטור מ"נתרג� את שני התנא� הנ.  והאיבר הרביעי יהיה שווה לאיבר השני
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( )
( )1 0

0

a a
a

α β α
α

β

− = −
⇒ + =

=
 

1aתקיי� כי מוכרח לה,  יכול להיות כל דברα	מכיוו� ש = −.  

1aלכ� עבור  = :  הוקטור בחיתו, יראה כ,−
0

0

α

α

 
 
 
 
 
 

  .v	נסמנו כ.  

  
v	 נוודא ש U∈  : 1עבורa = − , γ λ= ו	0 δ = �  :מתקיי

1 0 1 0

0 1 0 1 0
0

0 1 0

0 1 0 1 0

v
a

λ

γ δ λ
λ

         
         
         + = ⋅ + ⋅ = =
         −
         
         

 

v	 נוודא ש W∈  : 1עבורa = − , α λ= ו	0 β = �  :מתקיי

1 0 1 0

0 1 0 1 0
0

1 1 0

0 0 0 1 0

v
a

λ

α β λ
λ

         
         
         + = ⋅ + ⋅ = =
         −
         
         

 

  
  

  4שאלה , 14עמוד , 13רק פתרו� לפ
  

 :U	נמצא בסיס ל  .א

1 0 0

0 1 0
1 0 0 1 1 1

0 0 1
0 1 0 1 0 1

1 1 0
0 0 1 0 1 1

1 0 1

1 1 1

a

b

c
a b c

a b

a c

a b c

       
       
         
         = + + ⇒         +         

        +
              + +       

 

  
�  : יהיהU	ולכ� בסיס ל, נית� לראות כי המטריצה היא מדורגת מצומצמת ללא שורות אפסי

  

( )dim 3U =    ,  

1 0 0

0 1 0

0 0 1
, ,

1 1 0

1 0 1

1 1 1

UB

      
      
      
       

=       
      
      
                  

  

  
  :W	נמצא בסיס ל

1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0

0 1 0 1 1 1 0 1 0 0 1 1

0 0 0 1 0 2 0 0 0 1 0 2

1 4 1 4 5 4 0 0 0 0 0 0

   
   −   → →
   
   
   

K  
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�  : יהיהW	ולכ� בסיס ל, נתעל� משורת האפסי
  

( )dim 3W =   ,    

1 0 0

0 1 0

1 0 0
, ,

0 0 1

1 1 0

0 1 2

WB

      
      
      
       

=       
      
      
           −       

  

  

 :נכניס את כל וקטורי הבסיסי� למטריצה אחת ונדרג  .ב

 

1 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1

0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 0 1

0 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0 1

1 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 2

0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0

0 0 0 1 0 2 0 0 0 0 0 0

−   
   −   
   

→ →   
   
   −
      
   

K  

  
   �U 	בסיס ללכ W+יהיה :  

  

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0
, , , ,

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

1 1 1 2 0

U WB +

          
          
          
           

=           
          
          
                   − −           

  ,  ( )dim 5U W+ =  

 

):  ראשית נמצא את המימד  .ג ) ( ) ( ) ( )dim dim dim dim 3 3 5 1U W U W U W∩ = + − + = + − = 

  :נרשו� כיצד נראי� האיברי� הכללי� בכל אחד מתתי המרחב
  

: , :

2

a

b

c
U W

a b

a c

a b c

α
β
α
γ

α β
β γ

   
   
   
   
   

+   
   + +
      + + − +   

 

  
�  , הוא איבר אשר המקו� הרביעי שלו הוא סכו� של הראשו� והשניU	איבר ב: במילי

  ,המקו� החמישי הוא סכו� של הראשו� והשלישי
�  .השני והשלישי, המקו� השישי הוא סכו� של הראשו

  :W	נבטא אילוצי� אלו ב

2 2

2 2

γ α β

α β α β α γ α
β γ α β

= +


+ = ⇒ = ⇒ =
− + = +

 

Uנציב את האילוצי� ונמצא את בסיס  W∩:  
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1 1

1 1

1 1
:

2 2 2

2 2 2

3 3 3

U WU W B

α
α
α

α
α
α
α

∩

      
      
      
       

∩ ⇒ ⇒ =      
      
      
                  

 

  
  

  ' ג3שאלה , 2עמוד , 14פתרו� לפרק 
  

�  : נתו

{ }1 2,v vבסיס ל 	U W∩.  

{ }1 2 1, ,v v uבסיס ל 	U.  

{ }1 2 1 2, , ,v v w wבסיס ל 	W.  

  
U	 בסיס ל: ל"צ W+.  
  

  :הוכחה

�):      ראשית נסתכל על המימדי ) ( ) ( ) ( )dim dim dim dim 3 4 2 5U W U W U W+ = + − ∩ = + − =.  

}: טענה }1 2 1 1 2, , , ,v v u w w בסיס ל  	U W+   . �}נסמ }1 2 1 1 2, , , ,B v v u w w=.  

  .ל.ת. פורשת ובBנותר להראות כי .   מתאי�B גודל –פ המימד "ע
  

B פורשת את U W+  :  
xנקח איבר כללי  U W∈   .Bל של איברי " ונראה כי נית� לבטא אותו כק+

x אז �: ולכ�, W	 ואיבר מU	 הוא סכו� של איבר מx שיי, לסכו
k k

x u w= כאשר ,  +
k

u U∈ו 	 
k

w W∈.  

}פ נתו� "ע }1 2 1, ,v v u פורשת את U�1:  ולכ 1 2 2 3 1k
u v v uα α α= + +.  

}פ נתו� "ע }1 2 1 2, , ,v v w w פורשת את W�1:  ולכ 1 2 2 3 1 4 2k
w v v w wβ β β β= + + +.  

( ) ( )
1 1 2 2 3 1 1 1 2 2 3 1 4 2

1 1 1 2 2 2 3 1 3 1 4 2

k k
x u w v v u v v w w

v v u w w

α α α β β β β

α β α β α β β

= + = + + + + + + =

= + + + + + +
 

xכלומר נית� לבטא כל איבר  U W∈   .פורשת. ל.ש.ולכ� מ, B באמצעות איברי +
 

Bל.ת. ב:  

1:         השווה לאפסBל של איברי "נרשו� ק 1 2 2 3 1 4 1 5 2 0v v u w wα α α α α+ + + + =.  

1 : ל"צ 5 , 0
i

i α≤ ≤ =.  

1:     אג�W	נעביר את האיברי� מ 1 2 2 3 1 4 1 5 2v v u w wα α α α α+ + = −   ).*	נסמ� משוואה זו ב.   (−

1כי  (W	 מנשי� לב כי באג� ימי� מופיע איבר 2,w w W∈( ,ובאג� שמאל מופיע איבר מ 	U)  1כי 2 1, ,v v u U∈.(  

� איבר הנמצא –או במילי� אחרות , W	  וג� בU	 כלומר זהו ביטוי לאיבר שנמצא ג� ב, בי� שני האגפי� יש שוויו
 �Uבחיתו, שלה W∩.  

�1בפרט אפשר את אג� שמאל לבטא רק באמצעות , לכ 2,v vבסיס ל �U	  שכ� נתו� שה W∩.  

�1    :נרשו 1 2 2 4 1 5 2v v w wβ β α α+ = − −  

1 : נעביר אג� 1 2 2 4 1 5 2 0v v w wβ β α α+ + + =  

1 שכ� נתו� כיW	מתואר איבר ב 2 1 2, , ,v v w wאפס,  בסיס �  .ולכ� א� איבר זה שווה לאפס אזי בהכרח כל המקדמי� ה

1 2 4 5 0β β α α= = = =.  

4נציב בחזרה  5 0α α= 1:    * למשוואה = 1 2 2 3 1 0v v uα α α+ + =.  

1 שכ� נתו� כיU	מתואר איבר ב, פ אותו נימוק"ע 2 1, ,v v uאיבר זה שווה לאפס אזי בהכרח כל ,  בסיס �ולכ� א

1:   המקדמי� ה� אפס 2 3 0α α α= = =.  
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1כי  קיבלנו , סיכו�ל 2 3 4 5 0α α α α α= = = =    הראנו כי, וזו בדיוק המסקנה אותה רצינו, =

1 1 2 2 3 1 4 1 5 2 0v v u w wα α α α α+ + + + =   ⇐  1 2 3 4 5 0α α α α α= = = = =.  

  .ל.ת. בB. ל.ש.מ
  

�U	 בסיס מתאי� לBכ� מצאנו ול, .ל.ת.ובסיס אשר הוא ג� פורש וג� ב, הראינו מימד מתאי W+.  
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   טרנספורמציות לינאריות– 10גליו� 
  
  

  20שאלה , 9פתרו� לפרק 
  

T:  היא זוSTנשי� לב כי הטרנספורמציה  S
V V V→ → , כלומרTמופעלת ראשונה ו 	Sמופעלת שניה .  

  
  
  :הוכחה.  הטענה נכונה.  ב

)נניח בשלילה כי  ) { }ker 0S ≠ �) וג ) { }ker 0T למשל .  (≠
0 0a b

T
c d c d

   
=   

   
  ,

0 0

a b a b
S

c d

   
=   

   
.(  

 �)מכ, נובע כי ג ) { }ker 0ST ≠.   

  ). יש יותר מאיבר אחד הנשלח לאפסST	 ולכ� ג� ל,  הפועלת ראשונה יש יותר מאיבר אחד הנשלח לאפסT	ל(

 �)	שא, קיבלנו סתירה לנתו ) { }ker 0ST   .נה נכונהולכ� הטע,  לכ� הנחת השלילה שגויה. =

  
  
  :י דוגמא נגדית מפורשת"נפרי, ע.  הטענה אינה נכונה. ה

: נגדיר את הטרנספורמציות הבאות
0 0a b

T
c d c d

   
=   

   
   ,

0 0

a b a b
S

c d

   
=   

   
.  

  

)נראה כי  ) { }Im 0ST =      :
0 0 0 0

0 0

a b a b
ST S T S

c d c d c d

        
= = =        

        
.  

  

)נראה כי  )ker S V≠  :
1 2 1 2

3 4 0 0
S
   

=   
   

  . אשר אינו נשלח לאפסV	 כלומר קיי� איבר ב

)נראה כי  )ker T V≠  :
1 2 0 0

3 4 3 4
T
   

=   
   

  . אשר אינו נשלח לאפסV	 כלומר קיי� איבר ב

  
  .אינה מתקיימת ולכ� הפרכנו את הטענה" אז"	מתקיימת א, טענת ה" א�"	הראינו כי טענת ה

  
  :י דוגמא נגדית מפורשת"נפרי, ע.  הטענה אינה נכונה. ו

2נגדיר  2 2 2, :T S R R× ×→:  

0

0

a b a d
S

c d a d

+   
=   +   

,      
0

0

a b d
T

c d d

−   
=   

   
 

)נראה כי  ) { }Im 0ST =:  

( )
( )

00 0 0

00 0 0

d da b a b d
ST S T S

d dc d c d d

− +   −       
= = = =         −          

 

  

המקיי�  xכעת נראה איבר 
( )
( )

Im

ker

x S

x T

∈


∉
)ובכ, נראה כי ההכלה ,  ) ( )Im kerS T⊆אינה מתקיימת .  

יהי 
1 0

0 2
x

 
=  
 

)          :אז.   )
1 0 1 2 0 3 0

0 2 0 1 2 0 3
S x S

+     
= = =     +     

 

( )
1 0 2 0

0 2 0 2
T x T

−   
= =   

   
 

 

)לכ� ההכלה  ) ( )Im kerS T⊆אינה מתקיימת .  
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  :הוכחה.  הטענה נכונה. ז

)נניח בשלילה כי  )Im Tאינו מוכל ב 	( )ker S , איבר �:   המקיי�xכלומר קיי
( )
( )

Im

ker

x T

x S

∈


∉
.  

( ) ( )0 kerS x x S≠ ⇐ ∉.  

( )Imx T⇐ ∈   �)	 כ, שy     קיי )T y x=.  

  

):     ונראה מה נקבלy על STנפעיל על  ) ( )( ) ( ) 0ST y S T y S x= = ≠.  

 	 כ, שyכלומר מצאנו 
( )

( )
Im

0

y ST

ST y

∈


≠
⇐  ( ) { }Im 0ST ≠.  

�  .לכ� הנחת השלילה שגויה ולכ� הטענה נכונה.  א, זוהי סתירה לנתו
  
  

  ' א5שאלה , 4עמוד , 14פתרו� לפרק 
  

 �1נוכיח את השוויו 2A A=כלה דו כיווניתי ה" ע:  

2 1A A⊆:  

 �2xכלומר נוכיח כי א A∈ �1x אז בהכרח מתקיי A∈.  

2x A∈      ⇐  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 00T x T v u T v T u T v T v= + = + = + =  ⇐  

( ) ( )0T x T v=    ⇐  1x A∈.  

  

1 2A A⊆:  

 �1xכלומר נוכיח כי א A∈ �2x אז בהכרח מתקיי A∈.  

1x A∈      ⇐  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 00 0 0T x T v T v T v T T v= = + = + = +  ⇐  

0 0x v= +    ⇐  2x A∈.  

  
  

  1שאלה , 5עמוד , 14פתרו� לפרק 
  

 :נמצא בסיס לתמונה  .א

 

2 0 1 1 0 0 2 1 0 0 1 0 2
, ,

4 8 0 4 1 0 0 8 1 0 0 4 0 8

b a f
a b f sp

b a f

+               
= + + =               +              

 

  

): לכ� בסיס לתמונה הוא )Im

1 0 0 1
,

1 0 0 4
T

B
    

=     
    

  .  

):   מימד התמונה הוא )( ) ( )( )Im
dim Im dim 2

T
T B= =.  

  

):     פ משפט המימדי�"ע  .ב ) ( )( ) ( )( )dim dim Im dim kerV T T=  :אצלנו.  +

[ ]( ) ( )( ) ( )( )
[ ]( ) ( )( ) ( )( )

( )( )
( )( )

5

5 Im

dim dim Im dim ker

dim dim dim ker

6 2 dim ker

dim ker 4

T

R x T T

R x B T

T

T

= +

= +

= +

=
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)ראשית נמצא את   .ג )ker T:  

2 0 0 0

4 8 0 0 2

b a f b

b a f a f

+ =    
= ⇒    + = −    

 

  

2ה כל פולינו� מהצור, כלומר 3 4 52 f cx dx ex fx− + + +   .T נמצא בגרעי� של +
�  : נמצא בסיס לגרעי

( ) { }5 2 3 4

ker

2 0 0 0 0 1

0 0 1 0 0 0
2 , , ,

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

T
B x x x x

− 
 
  ⇒ = − +
 
 
 

 

  

):  איבר כללי בגרעי� נראה כ,, כלומר ) ( )5 2 3 42f x a x cx dx ex= − + + + +.  

1xנציב    :2	 ונדרוש שוויו� ל=

     ( ) ( )1 2 1 2 2f a c d e a c d e c a d e= − + + + + = − + + + = ⇒ = + − −  

  : באיבר כללי בגרעי�cנציב את 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

5 2 3 4

2 5 2 3 2 4

2 2

2

f x a x a d e x dx ex

a x x d x x e x x

= − + + + − − + + =

= − + + + − + + − +
 

  :ל.ת.נבדוק שהרכיבי� ה� ב
  

2 0 2 0 0 1

0 0 1 1 0 0

0 0 1 0 1 0

− 
 − 
 − 

  .ל  ולכ� בסיס.ת.אכ� ב  ⇐    

  

}: בסיס מבוקש הוא   }2 5 2 3 2 42 , ,x x x x x x− + + − + − +. 

  
 

}נסמ�   .ד }5,U sp x x=  . נראה כי( ) [ ]5kerU T R x+ ]	החיבור נות� בסיס ל, כלומר, = ]5R x :  

  

2 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1

−   
   
   
   

→ →   
   
   
      
   

K 

    

} קיבלנו }2 3 4 51, , , , ,x x x x xשהוא הבסיס הסטנדרטי ל 	[ ]5R x.  

)נותר להראות כי  ) { }ker 0U T∩ ]	 וU  ינבע כיאזו = ]5R xישר �  : ה� סכו

  :   הנמצא בחיתו,yנבח� איבר כללי 

  
  

y U∈    ⇐  5y x xα β= +.  

( )kery T∈  ⇐  ( )5 2 3 42y x x x xγ δ λ µ= − + + + +.  

�): נשווה בי� שני הביטויי )5 5 2 3 42x x x x x xα β γ δ λ µ+ = − + + + +  
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  :  מנקודת המבט של אג� ימי�yנעבור אל איברי 

 �0γבאג� שמאל אי� איבר חופשי ולכ =.  

2באג� שמאל אי� ג� איברי� שה� , פ אותו טיעו�"ע 3 4, ,x x x �0δ ולכ� ג λ µ= = =.  

5קיבלנו את המשוואה  0x xα β+ = , �0αולכ� ג β= =.  

 �)לכ ) { }ker 0U T∩ =    ⇐  Uו 	[ ]5R xישר �  . ה� סכו

  

 �]הוכחנו את התנאי� הדרושי� ולכ ] ( )5 kerR x U T= ⊕.  

  
  

 . המקיי� את הטענהWקיי� תת מרחב   .ה

}י "תת המרחב הנפרש עWיהי  }4 5,x x x+.  

)נראה כי  ) [ ]5kerW T R x+ ]	החיבור נות� בסיס ל, כלומר, = ]5R x :  

  

2 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1

−   
   
   
   

→ →   
   
   
      
   

K 

    

}קיבלנו  }2 3 4 51, , , , ,x x x x xשהוא הבסיס הסטנדרטי ל 	[ ]5R x.  

)נותר להראות כי  ) { }ker 0W T∩ ]	 וW ואז ינבע כי = ]5R xישר �  : ה� סכו

  :   הנמצא בחיתו,yנבח� איבר כללי 

  

y W∈    ⇐  ( )4 5y x x xα β= + +.  

( )kery T∈  ⇐  ( )5 2 3 42y x x x xγ δ λ µ= − + + + +.  

�):  נשווה בי� שני הביטויי ) ( )4 5 5 2 3 42x x x x x x xα β γ δ λ µ+ + = − + + + +  

  
  :  מנקודת המבט של אג� ימי�yנעבור אל איברי 

 �0γבאג� שמאל אי� איבר חופשי ולכ =.  

2באג� שמאל אי� ג� איברי� שה� , פ אותו טיעו�"ע 3,x x �0δ ולכ� ג λ= =.  

 �)נותרנו ע )4 5 4x x x xα β µ+ + =.  

5  או xבאג� שמאל אי� א� איבר שהוא 
x �0α ולכ β= =.  

40קיבלנו  xµ= , �0µולכ� ג =.  

 �)לכ ) { }ker 0W T∩ =    ⇐  Wו 	[ ]5R xישר �  . ה� סכו

 �]הוכחנו את התנאי� הדרושי� ולכ ] ( )5 kerR x W T= ⊕.  

  

Uכעת נראה כי  W≠  : 4למשל האיבר 53 3 5x x x+   .U	 א, לא בW	 נמצא ב−
 �  . שוני�W	  וUלכ
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  ' ב3שאלה , 8עמוד , 14� לפרק פתרו

  

)פ משפט  "היא על ולכ� ע Tפ נתו� "ע ) 2Im pT Z=  .ע"�  :פ משפט המימדי� נית� לרשו

( ) ( )( ) ( )( )dim dim Im dim kerV T T= +  

( ) ( ) ( )( )2 3 2dim dim dim ker
p p

Z Z T× = +  

( )( ) ( )( )6 2 dim ker dim ker 4T T= + ⇒ =  

  

�  .4p 	  שווה ללכ� מספר האיברי� בגרעי
  
  

  ' א4שאלה , 16עמוד , 14פתרו� לפרק 
  
  

} וג� הקבוצה n	  שווה לVי שנראה כי מימד "נוכיח ע }1 nv vK)  בגודלn (ל.ת.היא ב.  

�פ נתו"ע ,( ) ( )1 nT v T vKבסיס ל �  *).	לש� הנוחות נסמ� נתו� זה ב (W	  מהווי

  
  :nמימד 

)  ⇐   ע" חחTנתו� כי  ) { }ker 0T =    ⇐  ( )( )dim ker 0T =.  

  :  פ משפט המימדי�"ע

( ) ( )( ) ( )( )dim dim Im dim kerV T T= +  

( )dim 0V n n= + =  

 )( )( )dim Im T n=כי ע " �  ).n הוא Tמימד התמונה של * פ נתו

  
  

  .:ל.ת.קבוצה ב

�T: כי נתו V W→  � ולכ� קיי
v V

w W

∈


∈
)	 כ, ש )T v w=.  

) נית� לרשו�  * פ נתו�"ע ) ( ) ( )1 1 n nT v T v T vα α= + +K.�  :מתקיי�* פ נתו� "ע,   כמו כ

( ) ( )1 1 10 0n n nT v T vα α α α+ + = ⇒ = = =K K  

 

1נרשו� את המשוואה  1 0
n n

v vα α+ + =K , נפעיל עליהTונראה מה נקבל �  : בשני האגפי

):         באג� שמאל ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1n n n n n nT v v T v T v T v T vα α α α α α+ + = + + = + +K K K  

�):            ובאג� ימי )0 0T =  

)א� נשווה את האגפי� נקבל   ) ( ) ( )1 1 0 0n nT v T v Tα α+ + = =K.  

1בהכרח מתקיי� * פ נתו� "ע 0
n

α α= = =K , במשוואה �1ולכ� ג 1 0
n n

v vα α+ + =K �1 מתקיי 0
n

α α= = =K.  

1קיבלנו כי  n
v vKב �  .ל.ת. ה

  
�  :לסיכו

}מימד הקבוצה  = Vמימד  }1 nv vK =  מימדn        

}הקבוצה  }1 nv vKל.ת. היא ב          ⇐  { }1 nv vKבסיס ל 	V.  

  
.ל.ש.מ   
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  :נראה את הדוגמא המבוקשת

2נגדיר  2:T R R→,כ   :( ) ( ), ,T a b a b a b= + +.  

 �)ידוע כי האיברי )2 0,1v ) 	 ו= )1 1,0v   .2R	 ה� בסיס ל=

)נבח� את  )iT v:                 ( ) ( ) ( )2 0,1 1,1T v T= =  , ( ) ( ) ( )1 1,0 1,1T v T= =.  

  .ע" היא לא חחTהראינו כי 

�), כמו כ ) ( )1 2,T v T vבסיס ל �  . מכיוו� שה� תלויי�2R	 אינ� מהווי

  
  

  ' א4שאלה , 20עמוד , 14פתרו� לפרק 
  

  . איזומורפיז�T  ⇔ הפיכה  B: התנאי הוא
  

  :הוכחה.    איזומורפיז�T  ⇐ הפיכה  B  :התנאי המספיק

( ) ( )1 2T A T A=  ⇐  1 2BA BA=  ⇐  B קיימת �  ⇐  −1B הפיכה ולכ
1 1

1 2B BA B BA
− −=  ⇐  1 2A A=.  

  . היא איזומורפיז�T  ⇐   היא ג� עלT  ⇐  ע" היא חחTקיבלנו כי 
  

  :  הוכחה.  אינה איזומורפיז�T  ⇐ אינה הפיכה  B:  התנאי ההכרחי

Bלא הפיכה     ⇐  ( )r B n<  ⇐   0למערכתBx   .יש אינסו� פתרונות=

 �0נסמ 0x    ).n וקטור באור, 0x.  ( כאחד מהפתרונות הללו≠

0נבנה את המטריצה  0 0 0| | | |

n times

C x x x x
 
 =
 
 

K
1442443

  .0xפעמי� את העמודה n היא המטריצה שיש בה Cכלומר , 

0C, בפרט 0 כי ≠ 0x ≠.  

0Bxפ "ע ):         BCנית� לחשב את , = ) ( )0 0 0 0| | | | 0 | 0 | | 0 | 0 0BC B x x x x B= = =K K 

)כלומר  ) ( )0 0 0 0| | | | 0T C T x x x x= =K  . �)אבל ג )0 0T = , �  ⇐  ע"חח אינה Tולכ

T�  . אינה איזומורפיז
  
  

  1שאלה , 23עמוד , 14פתרו� לפרק 
  

 :T	 נמצא גרעי� ל  .א

2 0 0 2

2 0 0 0

a b c d a b

a b d c

− + =    
= ⇒    − = −    

 

  

כלומר כל איבר מהצורה 
2b b

c c

 
 − 

.    T שיי, לגרעי� של 
2 2 1 0 0

0 0 1 1

b b
b c

c c

     
= +     − −     

.  

  :ולכ� בסיס לגרעי� יהיה. ל.ת.שתי המטריצות ה� ב

( )ker

2 1 0 0
,

0 0 1 1
T

B
    

=     −    
 

  

2 היא לא תת מרחב של M  .ד 2R  :הוכחה. ×

2 מעל Sנתבונ� בקבוצה  2R ×    :| , ,
a b

S a b c R
c a

  
= ∈  −  

. 

)והקבוצה  )ker Tהיא :               ( )
2

ker | ,
x x

T x y R
y y

  
= ∈  −  
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)ל מנת למצוא את האיבר הכללי של החיתו, נאל0 את תנאי הקבוצה ע )ker T על S:  

:    נקבל.  21a הוא הנגדי של 22aוהאיבר ,  12a כפול מהאיבר 11aהאיבר 
2a b

c a

=


=
�    ולכ

  

( )
2

ker |
2 2

b b
S T b R

b b

  
∩ = ∈  −  

  

  
  :M	טריצה הנמצאת בכעת נראה כיצד נראית מ

2 2

2

2 2 2 6 0

2 2 2 2 2 2 0 6

b b b b b b b

b b b b b b b

      
= ⋅ =       − − −       

 

  
  . על איברי האלכסו� שלה להיות מספר אי שליליM	 נית� לראות כי על מנת שמטריצה תיהיה ב

  
  :וו� שאינה סגורה לכפל בסקלר אינה תת מרחב מכיMכעת נראה דוגמא נגדית מפורשת כי 

  . היא תת מרחבMנניח בשלילה כי 
  

 �נסמ
2 1

2 2
A

 
=  − 

    .A S∈ כי ( ) 0tr A =   .( )kerA T∈ כי 
2 1 0 0

2 2 0 0
T
   

=   −   
.  

 �)לכ )kerA S T∈ ∩     ⇐  2
6 0

0 6
A M

 
= ∈ 
 

.  

)  ⇐סגורה לכפל בסקלר           תת מרחב ולכ�Mפ הנחת השלילה "ע ) 2
6 0

1
0 6

A M
− 

− ⋅ = ∈ − 
.  

)	ננסה לגלות מהי המטריצה הנמצאת ב )kerS T∩  את �) כ, שריבועה ית ) 2
6 0

1
0 6

A
− 

− ⋅ =  − 
:  

2 2

2

6 0 2 6 0

0 6 2 2 0 6

b b b

b b b

−     
= =     − −     

  ⇐  26 6b = −  ⇐  2 1b = −.  

  

T מוגדרת מעל R ,ו 	 S 2 מעל 2R ×�  .   ולכ� אי� פתרו

 �)לכ ) 21 A M− ⋅ ∉  ⇐  Mאינה סגורה לכפל בסקלר   ⇐  Mו. לא מ.  

2 לא תת מרחב של Mלכ� הנחת השלילה שגויה ולכ� , קיבלנו סתירה 2R ×.  
  
  

  4שאלה , 26עמוד , 14פתרו� לפרק 
  

 :הוכחה. הטענה נכונה  .א

�T:: נתו V V→ל. ט.  ,{ }1 1, , , , ,k k nv v v v+K Kבסיס ל 	V  ,{ }1, , kv vKבסיס ל 	 ( )ker T.  

): ל"צ ) ( )1 , ,k nT v T v+ Kל.ת. ב.  

  

)נניח בשלילה כי  ) ( )1 , ,k nT v T v+ Kלינארית �כלומר קיימי� סקלרי� לא כול� אפס ,  ה� כ� תלויי

�):  המקיימי ) ( )1 1 0k k n nT v T vα α+ + + + =K  .נפתח את הביטוי:  

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 1

1 1

1 1 1 1

0

0

0 ker

k k n n

k k n n

k k n n k k n n

T v T v

T v T v

T v v v v T

α α

α α

α α α α

+ +

+ +

+ + + +

+ + =

+ + =

+ + = ⇒ + + ∈

K

K

K K
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}פ נתו� "ע }1, , kv vKבסיס ל 	 ( )ker T �1 ולכ 1k k n n
v vα α+ + + +Kי " נפרש ע{ }1, , kv vK.  

 �1אבל א 1k k n n
v vα α+ + + +Kי " ע נפרש{ }1, , kv vK אז הקבוצה { }1 1, , , , ,k k nv v v v+K Kתלוייה לינארית .  

}נתו� כי  }1 1, , , , ,k k nv v v v+K K�  .   הוא בסיס ולכ� לא יתכ� כי איברי הקבוצה תלויי

  .כלומר הנחת השלילה שגויה והטענה נכונה, קיבלנו סתירה
  
  

 :גמא נגדית מפורשתי דו"נפרי, ע.  הטענה אינה נכונה  .ב

2נגדיר טרנספורמציה לינארית    2:T R R→הבא �):    באופ ) ( ), ,T a b b a=.  

)Tלינארית כי מקיימת את שתי התכונות הנדרשות �  ). שהגדרנו היא אכ

):    2Tנשי� לב מהי  ) ( )( ) ( ) ( )2 , , , ,T a b T T a b T b a a b= = =.  

)נוכיח כי  ) ( )2ker kerT T=י הכלה דו כיוונית" ע:  

( ) ( )2ker kerT T⊆:  

( )kerx T∈  ⇐  ( ) ( ), 0,0T a b =  ⇐  0a b= =  ⇐  

( ) ( )2 0,0 0,0T =  ⇐  ( )2kerx T∈.  

( ) ( )2ker kerT T⊆:  

( )2kerx T∈  ⇐  ( ) ( ) ( )2 , , 0,0T a b a b= =  ⇐  0a b= =  ⇐  

( ) ( )0,0 0,0T =  ⇐  ( )kerx T∈.  

  

 �)לכ ) ( )2ker kerT T=          .   אבל
( ) ( )
( ) ( )2

1,0 0,1

1,0 1,0

T

T

=


=
    , �2Tולכ T≠.  

  
  
  
  

  
  
  
  



  63 מתוך 53 עמוד, פתרונות לשיעורי הבית, ט"סמסטר חורף תשס, ' אלגברה א104167
  

 il.co.hapetek.www://http © 2008יואל שוורצר  

   מטריצות מייצגות– 11ליו� ג
  
  

  10שאלה , 10פתרו� לפרק 
  

 �)נתו ) ( ), , 2 , 3 , 4T x y z x y x y z x y z= − + + − +.  

  

]נמצא את   .א ]
e

T: 

)הבסיס הסטנדרטי של במקרה זה הוא  ) ( ) ( ){ }1,0,0 0,1,0 0,0,1  .�  :לכ

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1,0,0 2,1,1 2 1,0,0 1 0,1,0 1 0,0,1 2 1 1

0,1,0 1,3, 1 1 1,0,0 3 0,1,0 1 0,0,1 1 3 1

0 1 40,0,1 0,1,4 0 1,0,0 1 0,1,0 4 0,0,1

T

T

T

= = + +   
  = − − = − + − ⇒ − −  
  = = + +  

 

  
  :ולכ� נקבל, יש לעשות טרנספוז

[ ]
2 1 0

1 3 1

1 1 4
e

T

− 
 =  
 − 

 

 

 :w	 לe	נחשב את מטריצת המעבר מ  .ב

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3

1, 2,3 1,0,0 0,1,0 0,0,1 1, 2, 3

0,3,2 1,0,0 0,1,0 0,0,1 0, 3, 2

0,0,1 1,0,0 0,1,0 0,0,1 0, 0, 1

α β γ α β γ

α β γ α β γ

α β γ α β γ

= + + ⇒ = = =

= + + ⇒ = = =

= + + ⇒ = = =

 

  

[ ]
1 0 0

2 3 0

3 2 1
e w

P
→

 
 =  
 
 

  

 

 :דר, ראשונה  .ג

)הבסיס במקרה זה הוא .  פ האלגורית� המקורי"נחשב ע ) ( ) ( ){ }1,2,3 0,3, 2 0,0,1  .� :לכ

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

10 13
1 1 1 1 1 13 3

17 8
2 2 2 2 2 23 3

101
3 3 3 3 3 33 3

1, 2,3 0,10,11 1,2,3 0,3, 2 0,0,1 0, ,

0,3,2 3,11,5 1,2,3 0,3,2 0,0,1 3, ,

0,0,1 0,1, 4 1,2,3 0,3, 2 0,0,1 0, ,

T

T

T

α β γ α β γ

α β γ α β γ

α β γ α β γ

= = + + ⇒ = = =

= − = + + ⇒ = − = =

= = + + ⇒ = = =

 

  
  :ולכ� נקבל, יש לעשות טרנספוז

[ ] 10 17 1
3 3 3

13 8 10
3 3 3

0 3 0

w
T

− 
 =  
 
 

 

  
  :דר, שניה

]:  נשתמש במשפט ] [ ]1

w e
T P T P

  ).w	 לe	  היא מטריצת המעבר מPכאשר  (=−

P1את .  ' ידועה לנו מהחישוב בסעי� בP− לחשב או לפי הפיכת �  :או כ,,  בשיטה הרגילהP נית
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

52
1 1 1 1 1 13 3

1 2
2 2 2 2 2 23 3

3 3 3 3 3 3

1,0,0 1, 2,3 0,3,2 0,0,1 1, ,

0,1,0 1,2,3 0,3, 2 0,0,1 0, ,

0,0,1 1, 2,3 0,3,2 0,0,1 0, 0, 1

α β γ α β γ

α β γ α β γ

α β γ α β γ

= + + ⇒ = = − = −

= + + ⇒ = = = −

= + + ⇒ = = =

 

 
1

52
3 3

1 1 2 2 1
3 3 3 3

5 2
3 3

1 1 0 0

0 0

0 0 1 1

P

−

−

− −   
   = − = −   
   − −   

 

�  :לכ

[ ] [ ]1 10 172 1 1
3 3 3 3 3

5 13 8 102
3 3 3 3 3

1 0 0 2 1 0 1 0 0 0 3 0

0 1 3 1 2 3 0

1 1 1 4 3 2 1
w e

T P T P
−

− −     
     = = − =     

     − − −     

 

 
 

  13שאלה , 10פרק פתרו� ל
  

}וג� , 3ממרחב . ו. מV :פ נתו�"ע }1 2 3, ,v v vב �}  ⇐ל     .ת. קבוצת וקטורי }1 2 3, ,v v vהוא בסיס ל 	V.  

 �}נסמ }1 2 3, ,B v v v=.   נחשב את [ ]
B

T:  

( )
( )
( )

1 2 1 2 3

2 3 1 2 3

3 1 2 3 1 2 3

0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1

1 1 11 1 1

T v v v v v

T v v v v v

T v v v v v v v

= = + +   
  = = + + ⇒  
  = + + = + +  

 

]:    נבצע טרנפוז ונקבל ]
0 0 1

1 0 1

0 1 1
B

T

 
 =  
 
 

]נדרג את .    ]
B

Tונקבל את מטריצת היחידה .  

]    ⇔ הפיכה   T, פ משפט"ע ]
B

T)   B בסיס כלשהו של V.(  

[ ]( ) 3
B

r T =  ⇐  [ ]
B

Tהפיכה   ⇐  Tהפיכה .  

  

1Tנמצא את  ]:   בעזרת המשפט− ]( ) 1
1

B B
T T

− − =    .�1Tהמטריצה המייצגת של הטרנספורמציה , לכ   : היא−

[ ]( )
1

1
1

0 0 1 1 1 0

1 0 1 1 0 1

0 1 1 1 0 0
BB

T T

−

−−

−   
     = = = −     
   
   

 

  
  

  17שאלה , 10פתרו� לפרק 
  

 �0Tא   . סיימנו את ההוכחה=

0Tנניח , �לכ  היא T בו המטריצה המייצגת את 2F ונוכיח שקיי� בסיס של ≠
0 1

0 0

 
 
 
.  

0T ≠ , �,לכ� קיימי 0u v )	  כ, ש≠ )T v u=  .ע" �)פ נתו� מתקיי ) ( )( ) 2 0T u T T v T= = =.  

u,	נראה ש vב �  .ונבנה מה� את המטריצה המייצגת, 2F	ל ולכ� מהווי� בסיס ל.ת. ה

,: נרצה להוכיח 0 0v uα β α β= ⇐ +   *)	 נסמ� טענה זאת ב.  (=

0v על Tנפעיל  uα β+ =:  
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( )
( ) ( )
( ) ( )

0

0

0

0 0 0 0

T v u

T v T u

T v T u

u u

α β

α β

α β

α β α α

+ =

+ =

+ =

+ ⋅ = ⇒ = ⇒ =

 

  *:	נציב זאת ב
0uβ =  ⇐  0β =.  

u,קיבלנו כי  vת. ב. �}ל ולכ },u vבסיס ל �  .2F	 מהווי

( )
( )

0 0 0

1 0

T u u v

T v u u v

= = ⋅ + ⋅

= = ⋅ + ⋅
 

 �ולכ
0 1

0 0

 
 
 

  .T היא המטריצה המייצגת את 

  
  

  ' א5שאלה , 8עמוד , 14פתרו� לפרק 
  

1n ע� n היא מטריצה מסדר Aנתו� כי  כ נסמ� כי השורה היחידה השונה היא השורה "בה.   שורות זהות−
  .יתn	י פעולות שורה נית� להחסיר את השורה השניה מהשורה השלישית עד השורה ה"ע, לכ�.  הראשונה

  .C	 נסמ� מטריצה זו כ.   שלה שונות מאפסנקבל מטריצה שרק שתי השורות הראשונות

Aהמעבר  C→ →K2י " התבצע עn 2i  פעולות אלמנטריות − i
R R R→ 3 לכל − i n≤ ≤  . �את הפעולות הללו נית

2nכמוב� לבטא באמצעות  1 מטריצות אלמנטריות − 2n
E E −K  . מכפלת מטריצות אלה כמטריצה �  .Pנסמ

�PA, לכ B=.  

P קיימת ) כי מורכבת ממכפלת אלמנטריות( היא הפיכה � עדיי� −1P	  בPAנשי� לב כי א� נכפיל את .  −1Pולכ

 �2nנקבל מטריצה ע −�כלומר כל שורות , PA	 נמצאת מימי� ל−1Pוזאת מכיוו� שבמהל, ההכפלה ,  שורות אפסי

2n היא מטריצה ע� −1PAPג� , לכ�.  תשארנה שורות אפסי� ג� לאחר ההכפלהPAהאפסי� של  −�  .   שורות אפסי

  .A	 דומה ל−1PAPהמטריצה 
  .ל.ש.מ
  
  

  ' א4שאלה , 10עמוד , 14פתרו� לפרק 
  

): פ נתו�"ע )( ) ( )dim Im , dimT r V n=   :פ משפט המימדי�"ע.  =

( ) ( )( ) ( )( )
( )( )

( )( )

dim dim Im dim ker

dim ker

dim ker

V T T

n r T

T n r

= +

= +

= −

 

nנגדיר בסיס בעל  r−�):  איברי� להיות גרעי ){ }1 1
, ,

r nr n r
v v v+ + − −K.  

):  Vנשלי� אותו לבסיס של  ){ }1 1 1
, , , , ,

r r nr n r
v v v v v+ + − −K K.  

]נמצא את  ]
B

T:  
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( )
( )

( )
( )
( )

( )

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

1 1 2

2 1 2

1 2

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

n n

n n

r r r rn n

r n

r n

n n

T v v v v

T v v v v

T v v v v

T v v v v

T v v v v

T v v v v

α α α

α α α

α α α

+

+

= + + +

= + + +

= + + +

= ⋅ + ⋅ + + ⋅ =

= ⋅ + ⋅ + + ⋅ =

= ⋅ + ⋅ + + ⋅ =

K

K

M

K

K

K

M

K

 

  :כעת נבנה את המטריצה המייצגת כטרנספוז של האיברי� שלמעלה
  

[ ]

11 21 1

12 22 2

1 2

0 0 0

0 0 0

0 0 0

r

r

B

n n rn

T

α α α

α α α

α α α

 
 
 =
 
 
 

L L

L L

M M L M M M M

L L

 

  
  

  n r−עמודות     rעמודות   
  
  
  

  'ד 1שאלה , 25עמוד , 14פתרו� לפרק 
  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1 4

2 1 2 3 4

2

3 1 2 3

3

4

1 0
1

0 1

1 1 1 0 0 1
1

1 1 1 1 1 1

2 1 1 00 1
2

0 0 0 01 0

0 0
0

0 0

T e T f f

T e T x f f f f

T e T x f f f

T e T x

 
= = = +  

  
   = + = = − + + +   −   ⇒  − −−  = = = − −    −    
 

= = =  
  

 

  
  

[ ]

1 0 0 1 1 1 2 0

1 1 1 1 0 1 1 0

2 1 1 0 0 1 1 0

0 0 0 0 1 1 0 0

t

f

e
T

−   
   − −   = =
   − − −
   
   
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   דטרמיננטי
– 12גליו� 
  
  

  9שאלה , 11פתרו� לפרק 
  

tAנתו�   .א A=  :נבצע את הפעולות הבאות.  −

( )/ det

| | | |

t

t

A A

A A

= −

= −
  

)יי� כי מתק )| | 1 | |
n

A A− = − |וג� כי ,  ⋅ | | |tA A= ,נקבל �  :ולכ

( ) ( )| | | | | | 1 | | | | 1 | |
n nt

A A A A A A= = − = − ⋅ ⇒ = − ⋅  

)ולכ�  ,  אי זוגיnנתו� כי  ) ( )| | 1 | | 1 | | | |
n

A A A A= − ⋅ = − ⋅ = −.  

| | 0 | | | |A A A= ⇐ = −.  
  

1tAנתו�   .ב A−= .נבצע את הפעולות הבאות : 

 

 

| 	ומכיוו� ש | | |tA A=נקבל     :| | | | | | | | 1tA A A A⋅ = ⋅   .1± וזה כמוב� מתקיי� רק עבור =
 

)נתו�   .ג )5
3 tA A=  :נבצע את הפעולות הבאות.  −

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

5
3

5
3 5 5 5

3 5

/ det

| | | | | | 1 | | 1 | |

| | 1 | |

t

n nt t t

n

A A

A A A A A

A A

= −

= − = − = − = −

= −

 

| סמ�לש� הנוחות נ |A a=  :( )3 51
n

a a= −   .�  :נבח� את המקרי� השוני

  

I –   
3

A R
a R

n

∈
∈ ⇐ 

=
.  

( ) ( )33 5 3 5 3 21 1 0 0a a a a a a a= − ⇒ = − ⇒ + = ⇒ =  

|הפיתרו� היחיד שקיבלנו הינו  | 0a A= = ,�  . לא הפיכהA  בהכרחולכ
  

II – 
4

A R
a R

n

∈
∈ ⇐ 

=
  

  

( ) ( )43 5 3 5 3 21 1 0 0, 1a a a a a a a= − ⇒ = ⇒ − = ⇒ = ±  

|כלומר יתכ� כי  | 1A =   . הפיכהA ולכ� יתכ� כי ±
  

III – 
3

A C
a C

n

∈
∈ ⇐ 

=
  

( )33 5 3 51a a a a= − ⇒ = −  

�aנקבל , לאחר שנפתור משוואת הקומפלקסי i=.  
|כלומר יתכ� כי  |A i= כי �  . הפיכהA ולכ� יתכ

( )

1

1

/

/ det

| | | | 1

| | | | | | 1

t

t

t

t t

A A A

A A A A I

A A I

A A A A

−

−

= ⋅

⋅ = ⋅ =

⋅ = =

⋅ = ⋅ =
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  'סעי� ג, 4 שאלה ,8 עמוד ,14פתרו� לפרק 
  

  :י דוגמא נגדית מפורשת"נפרי, ע.  נכונההטענה איננה 

תהינה     

1 2 3 9 18 27 1 2 3

9 9 4 5 6 36 45 54 , 4 5 6

7 8 9 63 72 81 7 8 9

B A A

     
     = = ⋅ = =     
     
     

.  

|: נסמ� לש� הנוחות.  ל עומדות בתנאי השאלה"המטריצות הנ |A α=  .�  :נפתח את שני האגפי

( )3 3| | | | | | | 9 | | | 9 | | 9 1 730A B A A A A α α+ = + = + = + = . 

3| | | 9 | |10 | 10 | | 1000A B A A A A α+ = + = = = . 

|כלומר  | | | | |A B A B+ >   . ובכ, הפרכנו את הטענה+
  
  

  'סעי� ב, 5שאלה , 8עמוד , 14פתרו� לפרק 
  

): ל"צ ) ( )( )22adj A adj A=.  

): נזכר במשפט ) 1| |adj A A A
−= ⋅.  

  :אג� שמאל

( ) ( ) ( )
1 22 2 2 2 2| | | | | |adj A A A A A A A A
− − −= ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅  

�  :אג� ימי

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 1 1 1 1 1 2 2| | | | | | | | | | | |adj A A A A A A A A A A A A A− − − − − −= ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅  

�  .קיבלנו שיוויו� ולכ� שני האגפי� שווי
  

  
  'סעי� א, 3שאלה , 12עמוד , 14פתרו� לפרק 

  

3D: פ הנתוני� נית� להסיק כי"ע C B A= − = − =.  

  :נחשב את הדטרמיננטות המבוקשות

• ( )1 11 1 4
4

4 3

t

D D D A
D

− −− = = = ⇒ = − ⇒ = −  

• ( ) ( )
3

1 4 1 4 31 4
| | | | | | | | 4

3
adj A D A A D A A D A D A D

A

− −  ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ = − ⋅ − 
 

 

• ( ) ( ) ( ) ( )44
3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1| | | |adj C A C A C A C A C A C A C A

− − − − − − −⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ =  

( )
( )

( )
15

4 4 4 5 5 15 153 1 3 1 3 1 3 1 3 1

15 15
4
3

1 4
| | | | 3C A C A C A C A C A C

A

− − − − −= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ = ⋅ = = −
−

 

  
  

  'סעי� ב, 3שאלה , 15עמוד , 14פתרו� לפרק 
  

:  ל"צ
0

1
x

y z
נפתח ונקבל .  5Z מעל =

0
0 1

x
xz y xz

y z
= − ⋅ =   :ל תתאי�"כלומר כל אחת מהמטריצות הנ, =

1 0 2 0 3 0 4 0
, , ,

1 3 2 4α α α α
       
       
       

,0,1,2,3  כאשר  4α =. 
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   ערכי
 עצמיי
 ווקטורי
 עצמיי
– 13גליו� 
  

  :ת� להעזר באתר הבאני, ע"ע וו"ע, א"כדי לוודא את חישובינו בכל הנוגע לפ
http://wims.unice.fr/wims/wims.cgi  � English � Matrix Calculator 

  
  ' א3שאלה ,  3עמוד , 14פתרו� לפרק 

  
  .ע" ה� הע דומה למטריצה משולשת שבה איברי האלכסו�Aידוע כי כל מטריצה 

� 	 לכ� הדטרמיננטה של המשולשת שווה ל, הדטרמיננטה של המטריצה המשולשת היא מכפלת איברי האלכסו
1 1 2 2 3 12⋅ ⋅ ⋅ ⋅ |ולכ� ג� , למטריצות דומות אותה דטרמיננטה.  = | 12A =.  

 �5 היא Aע נסיק כי דרגת " ע5כמו כ� מכיוו� שנתוני 5×.  

2פ הנתוני� נית� להסיק כי "ע 15 5B A A A= = =   :נעבור לחישוב עצמו.  −

( )( )
( ) ( )

1

51 1

5 5 51

1 1 1 1 1 1 1

5 5

1 1 1 1 1

5 5 125A

B adj A
B A AB adj A adj A A A A A

A A A

−

− −
⋅ = = ⋅ = ⋅ = ⋅ =

− −⋅ ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅ = =
− − ⋅−

 

  
  ' ב4שאלה ,  8עמוד , 14פתרו� לפרק 

  

  .tA	 דומה לA    ⇐ לכסינה   A: הטענה

	 הפיכה כ, שP לכסינה ולכ� קיימת Aפ הנתו� "ע

1

1

0

0
n

P AP D

α

α

−

 
 

= =  
 
 

O)  1כאשר, ,
n

α αKהע �ע של " ה

A.(  

1:  כ, שמתקיי�ה הפיכQ הוא שקיימת tA	 דומה לAפירוש  1 tP AP D Q A Q− −= כי א� שתי מטריצות דומות  (=
�  ).למטריצה שלישית אז ה� דומות ביניה

 הפיכות שנבחר Q לכל, לכ�.   כ, שמתקיי� השוויו�ה הפיכQכלומר לא קיימת , tA	 דומה ללא Aנניח בשלילה כי 

1נקבל  1 tP AP Q A Q−   :נפתח את הביטוי.  ≠−

( )1 1

1 1

1 1

/ dett

t

t

P AP Q A Q

P AP Q A Q

P A P Q A Q

− −

− −

− −

≠

≠

⋅ ⋅ ≠ ⋅ ⋅

 

tA A= , �tAולכ� נסמ A β= =:  

( )
( )
( )
( )

1 1

1 1

1 1

0

0

0

1 1 0 0 0

P P Q Q

P P Q Q

P P Q Q

I I

β β

β

β

β

β β

− −

− −

− −

⋅ ⋅ ≠ ⋅ ⋅

⋅ − ⋅ ≠

⋅ − ⋅ ≠

− ≠

− ≠ ⇒ ⋅ ≠

 

  .קיבלנו סתירה
  ,  כזאתQלכ� בהכרח קיימת ,  הפיכה כ, שמתקיי� השוויו� אינה נכונהQלכ� ההנחה כי לא קיימת 

  .ולכ� הטענה נכונה
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  ' ב5שאלה ,  12עמוד , 14פתרו� לפרק 

  

}, פ הנתו�"ע }
1 2

0V Vλ λ∩ ≠ , � 	 כ, שvכלומר קיי
1

v Vλ∈ � וג
2

v Vλ∈.  

) הזה מתקיי�  v	 עבור  ה ) 1T v vλ= �) וג ) 2T v vλ=.  

1מכ, נובע  2v vλ λ= �1 ולכ 2λ λ=  .הטענה נכונה �  .לכ

  
 

  5שאלה ,  18עמוד , 14פתרו� לפרק 
  

 .י דוגמא נגדית מפורשת"נפרי, ע. הטענה איננה נכונה  .א

תהיינה המטריצות 
0 1 0 1

,
0 2 0 2

A B
   

= =   −   
א "ל ה� לכסינות כי לכל אחת מה� הר"  המטריצות הנ.

  :ג"שווה לר

) והוקטור העצמי המתאי� לו הוא 1א " ר0 לער, העצמי Aעבור    , 1ג " מר1,0(

) והוקטור העצמי המתאי� לו הוא 1א " ר2לער, העצמי  )1,   .1ג " מר2

) והוקטור העצמי המתאי� לו הוא 1א " ר0 לער, העצמי Bעבור    , 1ג " מר1,0(

)לער, העצמי  ) והוקטור העצמי המתאי� לו הוא 1א " ר−2( )1,   .1ג " מר−2

Aנבח� את  B+   :
0 2

0 0
A B

 
+ =  

 
  : המטריצה הזאת אינה לכסינה.  

)והוקטור העצמי המתאי� לו הוא , 2א " מר0קיי� רק ער, עצמי אחד והוא    .1ג " מר1,0(

  .א ולכ� לא לכסינה"ג קט� מר"ר
  
  

  2שאלה ,  21עמוד , 14פתרו� לפרק 
  

 :ינחשב את הפולינו� האופיינ  .א

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1 1 2 3 4

2 2 1

3 3 1

4 4 1

2 2

1 1 1 1 4 1 1 1

0 1 1 2 4 1 1 2

1 1 1 1 4 1 1 1

0 1 1 2 4 1 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 2 0 0 1
4 4

1 1 1 1 0 0 0

1 1 1 2 0 0 0 1

0 1

4 0 0 4 1 4 1

0 0 1

C C C C C

R R R
R R R
R R R

α α
α α α

α α α
α α α

α α
α α

α α
α α

α
α α α α α α α α

α

→ + + +

→ −
→ −
→ −

− −

− − −
→ =

− − −

− − −

− −
− → − =

− −

− −

−

− − = − − − = − −

−

 

  

1עבור הער, העצמי .    ג+    .ב 2 0α α=  :2 מריבוי אלגברי =

( )
1 20 0

1 1 1 1 1 0

0 1 1 2 2 1
, 2 , , ,

1 1 1 1 0 1

0 1 1 2 1 0

x

y
x z x z x V V

z

w

α α= =

       
       − −       ⇒ − − ⇒ = =                       
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3עבור הער, העצמי  4α  :1מריבוי אלגברי  =

( )
3 4

3 1 1 1 1

0 3 1 2 1
, , ,

1 1 3 1 1

0 1 1 2 1

x

y
w w w w V

z

w

α =

−      
     −      ⇒ ⇒ =      −       −     

  

  

4עבור הער, העצמי  1α  :1 מריבוי אלגברי =

( )
4 1

0 1 1 1 2

0 0 1 2 1
2 , , 2 ,

1 1 0 1 2

0 1 1 1 1

x

y
w w w w V

z

w

α =

 −     
     
     ⇒ − ⇒ =                 

  

 

 .1ג " ור1א " ר1לער, העצמי ,  1ג " ור1א " ר4לער, העצמי .   2ג " ור2א " ר0לער, העצמי :  לסיכו�  .ג

 

 .ג"א שווה לר" לכסינה מכיוו� שהראינו שלכל ער, עצמי שלה מתקיי� כי רA  .ד

  :י הצבת הוקטורי� העצמיי� בעמודות" בקלות עPנמצא את 
  

1 0 1 2

2 1 1 1

0 1 1 2

1 0 1 1

P

− 
 − − =
 
 
 

 

  
  D �  :במטריצה אלכסונית) P	בהתאמה לסדר הופעת הוקטורי� ב( היא פשוט הערכי� העצמיי

  

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 4 0

0 0 0 1

D

 
 
 =
 
 
 

  

 
  

  2שאלה ,  21עמוד , 14פתרו� לפרק 
  

 :נחשב את הפולינו� האופייני  .א

( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )2 2 2

1 2 3 4
4 6 8 2 3 4

2 4 6 8
1 0 2 4 2 0 2 4

0 0 2 4
0 4 8 0 4 8

0 0 4 8

1 4 2 8 16 2 2 8 16

5 10 5 10

α
α

α
α α α

α
α α

α

α α α α α α

α α α α α α α

−
−

−
= − − − − =

−
− −

−

= − − − − − − − − − =      

= − − = − −

 

  

1עבור הער, העצמי .    ג+    .ב 2 0α α=  :2 מריבוי אלגברי =

( )
1 20 0

1 2 3 4 2 2

2 4 6 8 0 1
2 2 , , 2 , ,

0 0 2 4 2 0

0 0 4 8 1 0

x

y
w y y w w V V

z

w

α α= =

 −       
       
       ⇒ − − ⇒ = =        −               
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3עבור הער, העצמי  5α  :1 מריבוי אלגברי =

( )
3 5

4 2 3 4 1

2 1 6 8 2
, 2 ,0,0

0 0 3 4 0

0 0 4 3 0

x

y
x x V

z

w

α =

−      
     −      ⇒ ⇒ =      −            

  

  

4עבור הער, העצמי  10α  :1 מריבוי אלגברי =

3

11
10

11
5

10 1
2

9 2 3 4

2 6 6 8 11 11 1
, , ,

0 0 8 4 10 5 2

0 0 4 2 1

x

y
w w w w V

z

w

α =

−      
     −       ⇒ ⇒ =       −         −     

  

 

 .1ג " ור1א " ר10לער, העצמי ,  1ג " ור1א " ר5לער, העצמי .   2ג " ור2א " ר0לער, העצמי :  לסיכו�  .ג

 

 .ג"א שווה לר" שלכל ער, עצמי שלה מתקיי� כי ר לכסינה מכיוו� שהראינוA  .ד

  :י הצבת הוקטורי� העצמיי� בעמודות" בקלות עPנמצא את 
  

11
10

11
5

1
2

2 2 1

0 1 2

2 0 0

1 0 0 1

P

− 
 
 =
 −
 
 

 

  
  D �  :במטריצה אלכסונית) P	בהתאמה לסדר הופעת הוקטורי� ב( היא פשוט הערכי� העצמיי

  

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 5 0

0 0 0 10

D

 
 
 =
 
 
 

 

  
  

  2שאלה ,  21עמוד , 14פתרו� לפרק 
  

3Aנתו�   .א A=. נפתח את הביטוי:  

( )

( )

3

33

3 2

/ det

0 1 0 0, 1

A A

A A A A

A A A A A

=

= ⇒ = ⇒

− = ⇒ − = ⇒ = ±

 

  .  יתכנו כל אחד משלושת הערכי� A	ל).   ממשיתA	וזאת מכיוו� שנתו� ש(

3B:  שתקיי�Bנחפש מטריצה  B≠:  

( )

( )

3

33

3 2

/ det

0 1 0 0, 1

B B

B B B B

B B B B B

≠

≠ ⇒ ≠ ⇒

− ≠ ⇒ − ≠ ⇒ ≠ ±

 

    
   תיהיה B	 ולA	לא יתכ� שלשפ הדרישה הסקנו "א, ע, למטריצות דומות יש אותה דטרמיננטה, פ משפט"ע

  . כזאתBולכ� לא קיימת , )B	  יכולה לקבל אסורי� לA	ש' כי הערכי� היחידי� של דט (אותה דטרמיננטה
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,0 	 שווה ל יכולה להיותAהסקנו כי הדטרמיננטה של   .ב 1±. 

  . ולכ� על הערכי� העצמיי� לקיי� תנאי זה, ידוע כי מכפלת הערכי� העצמיי� שווה לדטרמיננטה

 �0Aא   . ואי� הגבלה על כל השאר0 אז אחד מהערכי� העצמיי� צרי, להיות =

 �1Aא =�  .0ואסור שאחד מה� יהיה , 1 להיות  אז על מכפלת

 �1Aא =   .0ואסור שאחד מה� יהיה , 	1 אז על מכפלת� להיות −

 

 :י דוגמא נגדית מפורשת"נפרי, ע.  הטענה אינה נכונה  .ג

תהי 
0 1

1 0
A

 
=  
 

  . �3Aנשי� לב כי מתקיי A=. נראה כי  Aג"א שווה לר"ע שלה הר" כי לכל ע לכסינה:  

) והוקטור העצמי המתאי� לו הוא 1א " ר1לער, העצמי    , 1ג " מר1,1(

) והוקטור העצמי המתאי� לו הוא 1א "ר) 	1(לער, העצמי  )1,   .1ג " מר−1

)קל לראות כי  ) 2rank A )וכ� כי , = ) 0tr A   .ובכ, הפרכנו את הטענה, =

 

 

 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

    
 
  
  
  
  
  
  


