
  יאני'פורמליזם לגרנז
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אך ייתכנו (ומשוואות התנועה שנגזרות ממנו לא ישתנו 
ועדיין , יאנים נבדלים במשהו אחר'מקרים שבהם הלגרנז

  ).משוואות התנועה שלהם זהות

  חוקי שימור

i    :    וגדר כךאינטגרל יעקובי מ
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                   :                  והוא מקיים
dH L

dt t

∂
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∂
  

-יאן שאינו תלוי בזמן מפורשות נקבל ש'עבור לגרנז, לכן

Hובדרך כלל נקשר אותו עם האנרגיה ,  הוא גודל נשמר
  ).הומוגניות של הזמןנובע מ(של המערכת 

i    :  מוגדר כךiq-התנע המוכלל שצמוד ל
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L
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∂
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∂ ɺ
  

 נובע שהנגזרת שלו שווה לכוח המוכלל ELוממשוואות 

i             : שצמוד לאותה קואורדינטה ip F=ɺ  
ל התנע המוכלל בכיוונים ומכאן ניתן לקבל חוקי שימור ש

  ). באותם כיווניםהומוגניות של המרחב(מסויימים 
יאן ' לא מופיעה בלגרנזiqר קואורדינטה מסויימת שכא

נאמר שהיא ציקלית ואז התנע הצמוד , באופן מפורש
  . הוא קבוע בזמןipאליה 

 מהאיזוטרופיות של המרחבשימור תנע זוויתי נובע 
התנע הזוויתי הכולל של ). בכיוונים שבהם הוא נשמר(

i          :       המערכת הוא i

i

L r p= ×∑
� � �

  

מערכת מרכז המסה מוגדרת כמערכת שבה התנע הכולל 

.     .הוא אפס . . .,
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= =∑ ∑
∑ ∑
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  .כאשר הסכימה היא על כל החלקיקים של המערכת
  :יתן לרשום את האנרגיה של כל מערכת כךנ

( ) 2
. .

1

2
a c m internalE m V E= +∑  

  . היא האנרגיה במערכת מרכז המסהinternalEכאשר 
מקבלים את חוקי השימור האלה על ידי כך שמניחים 

של כל ) בין אם קווית ובין אם סיבובית(הזזה מסויימת 

arהקואורדינטות 
�

arכתוצאה מכך גם ( 
�ɺיכול להשתנות ( ,

0Lδודורשים  בשביל להוכיח שימור תנע ,  כך למשל.=

a,:       מניחים, זוויתי a a ar r r rδ δφ δ δφ= × = ×
� �� � � �ɺ ɺ  

אך תמיד ,  קבועי תנועה2nמימדית יש -nבכל מערכת 
ניתן להגדיר אחד מהם בתור הזמן ההתחלתי ונישאר עם 

2 1n  . קבועים−

  רדוקציה של בעיית שני גופים
1nלבעיה של גופים  n בעיה של  ניתן לצמצם  גופים −

במקרה של בעיית שני גופים . בעזרת מערכת מרכז המסה
  : קואורדינטות חדשותנגדיר, ללא כוחות חיצוניים
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R-מקבלים ש
�

ולכן כצפוי ,  היא קואורדינטה ציקלית
 r-יאן ביחס ל'והלגרנז, התנע הכולל של המערכת נשמר

)               :      הוא )21

2
L r V rµ= −

�ɺ  
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µ =

+
.  המסה המצומצמת של המערכתהיא 

  :נעבור לקואורדינטות כדוריות

( ) ( )2 2 2 2 2 21
sin

2
L r r r V rµ θ θϕ= + + −ɺɺ ɺ  

ϕ ציקלית ולכן zL const= . אך הבחירה היא
, ן התנע הזוויתי נשמר בכל כיווןלכ, שרירותית לגמרי

Lכלומר 
�

 כך שנקבל ẑוניתן לבחור את ציר ,  גם קבוע

0x yL L=   .וזה מה שעושים בעצם, =

 

  משפט ההומוגניות של אוילר
 אם מתקיים לכל n מסדר  נקראת הומוגניתfפונקציה 

α:          ( ) ( )1 1, , , ,n

n nf x x f x xα α α=… …  

i       :  לפונקציה כזו מתקיים

i i
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יאן הוא פונקציה 'שימושי כי לפעמים מקבלים שהלגרנז(

  .)2הומוגנית של הקואורדינטות מסדר 

 

  חלקיק בשדה אלקטרומגנטי

21:          יאן'הלגרנז
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ϕ= − + ⋅
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  :אינווריאנטיות תחת הטרנספורמציהשוואות התנועה מ
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  :שדות שנגזרים מהפוטנציאלים הםהו
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ϕ
∂

= −∇ − = ∇×
∂

�
�� � � �

  

 

  תנועה בפוטנציאל מרכזי
2θ/ נבחר  למימד אחדבהמשך לרדוקציה של הבעיה π= , כי

  :יאן'ונקבל את הלגרנז, xyרוצים להיות במישור 

( ) ( )2 2 21

2
L r r V rµ ϕ= + −ɺ ɺ  

2נסמן כעת 
zL r constµ ϕ= = =ɺℓ לפי ( ונקבל שהאנרגיה
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 : ולקבלrɺמכאן ניתן לבודד את 
( )

1

2 eff

dt dr
E V r
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−
  

  :' את המשוואה האינט ניתן לקבלℓמתוך משוואה זו והגדרת 
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1עבור תנועה שני רדיוסים  2,r r ,התנאי שהיא תיסגר:  
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n,עבור  mשלמים כלשהם .  
  :חמשת קבועי התנועה של תנועה בפוטנציאל מרכזי

Aוכיוון , שלושת רכיבי התנע הזוויתי,  כוללתאנרגיה
�

.  
  

, כפונקציה של האנרגיה, זמן המחזור של תנועה חסומה וסגורה
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1כאשר  2,r r והן תלויות באנרגיה כמובן( הן נקודות המפנה.(  
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)אשר כ ) ( )1 2,x U x Uמימין ומשמאל ,  הם ענפי הפוטנציאל השונים

2  מותר להניחבפוטנציאל סימטרי. לנקודת המינימום 1x x=−.  

)אפשר לקבל המסלול  משוואת בִּינֶהמ )r ϕ להיפךו,  הכוחמתוך:  
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2             :     כאשר 2 2/ , 1 2 /p k e E kµ µ= = +ℓ ℓ  

0עבור אקסצנטריות   1e< 0eכאשר ,  זוהי אליפסה>  זה =

1eעבור , מעגל 1e זו פרבולה ואם =   . זו היפרבולה<
 עבור כוח קולוני מהצורה  -וקטור הרמן לפלס רונגה לנץ מוזס שלום 

2/F k r= Aˆ          :    בלבד− p L k rµ= × −
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  . וכיוונו מצביע תמיד על הציר הראשי, וקטור זה קבוע בזמן

  פורמליזם המילטוניאני

)                           :  ההמילטוניאן ),i i i
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i     :    יש לחלץ מתוך המשוואותiqɺכאשר את 
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i,               :    משוואות המילטון i
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p q
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u, פונקציות עבור שתי vנגדיר את סוגר פואסון :  
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:     תכונות
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u v v u uv w u v w u w v
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}          :      טוב שיש בבית } { }, , ,i i i iq q H p p H= =ɺ ɺ  

}  :היחסים הקנוניים הם } { } { }, , 0, ,i j i j i j ijq q p p q p δ= = =  

שימור יחסים קנוניים אלה הוא תנאי מספיק והכרחי לכך 
  : מספיק לדרוש שיתקייםכלומר, שטרנספורמציה היא קנונית

{ } { } { }
, , ,

, , 0, ,i j i j i j ijp q p q p q
Q Q P P Q P δ= = =  

f,אם  g קבועי תנועה { } { }, , 0f H g H= }גם אז , = },f gקבוע .  

  :יעקובי -משוואת המילטון
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 ∂ ∂ ∂  + =  ∂ ∂ ∂ 
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הכוונה היא שמציבים (
i

S

q

∂
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  ) בהמליטוניאןip במקום 

)מוצאים את הפונקציה  ),S P q ,ספורמציה וממנה יוצרים טרנ

Q,קנונית למשתנים חדשים  Pנהוג לסמן .  שהם למעשה קבועי תנועה

,P Qα β= פותרים את משוואת . משום שהם קבועיםוזאת  =

ומתוכה יוצרים טרנספורמציה , Sיעקובי ומוצאים את -המילטון

p,שמקשרת בין  qו -,α β . 0מציביםt α, כדי למצוא את = β ,

p,והופכים את הטרנספורמציה לקבלת  q. מימדיות -בבעיות חד

  : נראית כךS-ניתן להניח ש, בפוטנציאל שאינו תלוי בזמן
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  :יצירת טרנספורמציות קנוניות מתבצעת באופן הבא, ככלל
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:    ההמילטוניאן החדש הוא, בכל המקרים
W

H H
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∂′ = +
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  מערכות צירים שונות

                       : גליליות
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( )2 2 2 2
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   :כדוריות
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2

2 2 2 2 2 2

sin cos , sin sin , cos

ˆˆ ˆsin , sin
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r r r r
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θ ϕ θ ϕ θ

θθ θϕϕ θ

θ θϕ
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  תבניות ריבועיות
1(מקדמים של איברים מעורבים , ליבאופן כל 2x x  (

בעוד שמקדמים , נכנסים מחוץ לאלכסון עם פקטור חצי

כך . נכנסים לאלכסון כמו שהם) 21x(של איברים גזעיים 

         :למשל
/22 2

1 1 2 2 /2

a b

b c
ax bx x cx

        
+ + ⇒  

  משוואות מצומדות
1ות מצומדות עבור בהינתן זוג משווא 2,x x , כדאי לנסות

להגדיר 
1 2y x ix=  y ולקבל משוואה אחת עבור ±

 .בעזרת חיבור וחיסור המשוואות

  שונות

( ) ( ) ( )
2 2 2 2 cos

a b c a c b a b c

c a b ab θ

× × = ⋅ − ⋅

= + −

� � �� � � � � �

  

Gוקטור פרצסיה כללית        
�

G שמקיים  G= Ω×
� � �ɺ

Ω נאמר שהוא עושה פרצסיה סביב ,
�

Ω במהירות קבועה Ω̂ הוא מסתובב סביב כלומר, 
�

G-ו, 
�

G וכך גם הזווית בין  בזמן קבוע
�

Ω- ל
�

.  



 

  תורת הפיזור

  

של המסלול סימטרי ביחס לנקודה הקרובה ביותר 

02θ           :     ולכן, החלקיקים למרכז הכוח π ϕ= −  

:             ידוע כי
( )( )min

0
2 2r

eff

dr
r m E V r

ϕ
∞

=
−

∫
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21           :    וכמו כן מתקיים
,

2
E mv mv b∞ ∞= =ℓ  

) ניתן למצוא מתוך המשוואה minrאת  )mineffE V r= , או

)אם ידועה לנו צורת המסלול  )r ϕ , 0ניתן למצוא אתϕ 

)- מתוך הדרישה ש )0r ϕ = המטרה הסופית היא . ∞

  .להיפך וא, b כפונקציה של θלמצוא את 

 מספר - Φהשטף אפיינים את אלומת חלקיקים בעזרת מ
חתך הפעולה . החלקיקים הפוגעים ליחידת זמן ליחידת שטח

)הדיפרנציאלי  )dσ θ שווה למספר החלקיקים ליחידת זמן 

):      Φחלקי , θשפוזרו בזווית  )
( )dN

d
θ

σ θ =
Φ

  

כך , b- לθע בין "אנו תמיד מניחים כי יש התאמה חח

)שמספר החלקיקים שפוזרו בזוויות  ), dθ θ θ+  ניתן

)           :לכתיבה כך ) ( ) ( )2dN b dbθ π θ θ= Φ  

  :חתך פעולה דיפרנציאליאת נקבל אז ו

( ) ( ) ( ) ( )
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2 2
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1 1

sin 2 sin 2 cos

bdb db
d b db b d d

d d

d b d bbd db

d d d d

θ
σ θ π θ θ π θ θ

θ θ θ

θσ

θ θ θ θ θ

= = = Ω

⇒ = = =
Ω

  

2כאשר השתמשנו בזווית המרחבית  sind dπ θ θΩ =.  
  :חתך הפעולה הכולל מוגדר כך
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