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��
�� ����(na,nb)=n(a,b)���

� �����L:=(a,b)� ������ ������ ���

������
�� ������� ���� �L>0��L|a� �L|b��

� �������	
�� ��d������!
��a�����b� �������� ��!
L� ���!� ���� ������

(na,nb)=n(a,b)=nL���

�������������������

������������
�����"���: 

� L|a  � nL|na#�� ���� ���
L|a� � ����q�� $ ��Lq=a� �� "��nLq=na�

��
�� nL|na� 

� L|b  � nL|nb#�%����������& 

� ����d�� ����� ��	
������!
�na� ����nb� ��
�� ���
����u,v��$ ��'

du=na� �dv=nb�%��� 
���� L=(a,b)� ��
���� ���	������
�� ���� �"���


� ������� ����	e,f�� $ ��L=ae+bf� �� ��� ��� �n�������

f)nb+(e)na=(nL� �� ��� ��������� ��� ����na���nb�������

)vf+ue(d=f)dv+(e)du=(nL� �� �
�
� ���d� �� ����� �na���nb� �d�

����������nL� 

� 
���
����
���!�(���������������������������������(na,nb)=nL��

�� ���

�)����

�����%���(a,m)=1��(b,m)=1������(ab,m)=1� 

� �� �
���u1,v1��$ ���au1+mv1=1� 

� �� �
���u2,v2��$ ���bu2+mv2=1� 

� �������
������������ �� 

�(au1+mv1)(bu2+mv2)=abu1u2+au1mv2+bu2mv1+mv1mv2= 

ab(u1u2)+m(au1v2+bu2v1+mv1 v2)=1  �  abu0+mv0=1  ��$ ���������' u0�v0��� 

� (ab,m)|1 � (ab,m)=1 ������% ����� ����! �������
�#�$�
����! ��&������������'� �

� *����
���! �����������L:=(ab,m)� ��� ����
L|ab� �L|m� ������
�� s,t��$ ��

Ls=ab��Lt=m���������������� abu0+mv0=1���������������Lsu0+Ltv0=1���% ��
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L(su0+tv0)=1� �
�� �L|1� ��� �!�
�L�

� ������ �����
� �L>0� ��% ��

(ab,m)=L=1���

������$�����%��� ������' 

� ��%�����(ab,m)=1� ��������������%� 
�

����'�� d������!
��ab�

����m�!� �������
�d|1� 

� ���������!����(a,m)=e�1��e������������	
��������

��% ����e>0��

��%� 
��e>1� 

� e�����
�e|m���e|a������% ��e|ab#������ e|a������"��q��$ ��eq=a�% ���

e(qb)=ab� �&��� �!�
�e� ��� ��!
�m� ����ab������ ��
� � ���!� ����

� � ����e|1������ ���
����e>1��� ����	� �����
� % ���% ��� ���

�+(a,m)�1�!� ����
�� �(a,m)=1� 

� ��!� ����%����%�����������(b,m)=1���

��� �����(a,b)=1,�++�-(a2,b2)=1� 

� � �!�� %��� ��� '�� %����(a,b)=1� ��� .��	� ���� �� � ����
(a*a,b)=1��

��
�� (a2,b)=1�����������%��� 
(x,y)��	�������!�%������.��!���� ��

�� ��	�� ��� (b,a2)=1�� .��	� ��� ������� "��� �� ���#�$ �� %��� ���
�

��.��	�� �$�����%�
��������� 
��������%����������������&�%� 
' 

(a2,b2) = 1��� 

� ������%��� ���'���%����(a2,b2)=1� ���
�� (a*a,b*b)=1� ���.��	������

�� $ 
� ����+(a,b*b)=1� ��� .��	� ��� ���� ������ ���� �#�%��� %� � ��

������	������������	�����
�
�&�������(a,b)=1����
� 

 

����

�������!(315,483)��'%��
 �	������������������
���'��

(315,483)=(315,483 mod 315)=(315,168)=(168,315 mod 168)=(168,147) 

=(147,168 mod 147)=(147,21)=21�

� �� �� ����� %��� �� $������ ��� ��������
���
�� ��
��� ����	
� ��"� ��
�

315x+483y=21' 

21=168-147=168-(315-1*168)=2*168-315=2*(483-1*315)-315 
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=2*483-3*315 � x=-3; y=2.�

�������!(259,91)' 

(259,91)=(91,259 mod 91)=(91,77)=(77,91 mod 77)=(77,14) 

=(14,77 mod 14)=(14,7)=7 

�����
��x,y'��

7=14-7=14-(77-5*14)=6*14-77=6*(91-77)-77=6*91-7*77 

=6*91-7*(259-2*91)=20*91-7*259� � x=-7; y=20 

�

/��a,b�������������	
�������"!���� 
 ����������
������

�����%��� 
� ��������� ����	
� ������ ��
��� ����� �������� !����� %���

��� ����� ���� ������ ���� ����	� ������
� ���� ��������� ����	
� �����

� ��� ���� �
�� ����
���a����� ��� ���� �
�� ����
����b#��� ���	


�����	��&���������
����"������a���b����	���������
��!��� ����� �

� ���
�������!����������������������	
�����������
����#����
�

� ������� ��	
�����
� ������	
������	
�� $���
�� ��� ��� $����� %������

��	
����������&� 

��
�
�!�	����'����������	
�� �p�������	
�� ���a� �����������	
�����

� �����i	0�� ����
��$ �pi|a#������
��p������!
������ �a� �i=0&� ��% ����

a=q*pi����%��� 
��q���������$��������$��
���%����������	
�����.������

���������q=1�������������������	
������������.�	�������a���

a=p1
i1p2

i2p3
i3...pn

in�#��%����������b=p1
j1p2

j2p3
j3...pn

jn&����

�����

���������������������� �
������
�����' 

�%����a,b��������
����� ������������	
���� 
��p1..pn 

a=p1
i1p2

i2p3
i3...pn

in� ;    b=p1
j1p2

j2p3
j3...pn

jn 

(a,b) := p1
min{i1,j1}p2

 min{i2,j2}p3
 min{i3,j3}...pn

 min{in,jn}� 

�� ����
(a,b)|a������������������������������	
�
��!��� ���"!�����


�� ������� ��	
� ����� ��� ��"!��a��� %�������� ����� �� � �� ������	
���

� ����������������a&���%����������(a,b)|b��% ��
 �� ������!
����	
��a�����

b� ����
� �!�� � � ��� ���"!�� ��� � ��������� ����	
� ������ ������� %���
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� ��� ���� �
�� ���������� ����	
�� ��� ���"!�� ����� ��� �����(a,b)�

�
�������

��� ��
 � ������� ���

�� ��� �������� %���� ��������� '�� ���	
� ��"� %����

�������a,b���������������������	
�������������%��������' 

a=p1
i1p2

i2p3
i3...pn

in� ;    b=p1
j1p2

j2p3
j3...pn

jn 

[a,b] := p1
max{i1,j1}p2

 max{i2,j2}p3
 max{i3,j3}...pn

 max{in,jn} 

� � ����
a|[a,b]�� ������� ��	
� � � ��� ���"!�� %��� ��[a,b]������ ��� ������

����	
��������"!��a���� ��� ����
�%����������b|[a,b]��% ��
 ��� �������e�

��$ � �����a|e���b|e� �� �"�e���!�������� ���������������	
��������� %����

�� �������������	
��� ���p1..pn#������	
������������ ����% �������
�

���	��&������	
��������"!������������������"!���
��!��� ���[a,b]���

������
����������	�����' 

(a,b) := p1
min{i1,j1}p2

 min{i2,j2}p3
 min{i3,j3}...pn

 min{in,jn}� 

[a,b] := p1
max{i1,j1}p2

 max{i2,j2}p3
 max{i3,j3}...pn

 max{in,jn}�

 (a,b)*[a,b]=p1
min{i1,j1}+max{i1,j1}p2

min{i2,j2}+max{i2,j2}p3
min{i3,j3}+max{i3,j3}...pn

min{in,jn}+ max{in,jn}� 

=p1
i1+j1p2

i2+j2p3
i3+j3...pn

in+jn    =    (p1
i1p2

i2p3
i3...pn

in)*(p1
j1p2

j2p3
j3...pn

jn) 

=a*b���   �     [a,b]=ab�/�(a,b)   ��
 

�

0�����������
����ax+by=c������������x,y
����
������(a,b)|c���

����� �!�� %��� ��� '� �����d:=(a,b)� ��� %����(a,b)|c�� �
�� �d|c�� � ���� % ��q�

�� $ � ���+dq=c� ��� %��� 
�d� ����(a,b)� ��� �����	�	��� ���
�� ���

���
���u,v��$ ���
����au+bv=d������� ������q������auq+bvq=dq=c��

� �����x=uq� �y=vq#�x,y��
���� &� � ����
�ax+by=c��������� ��� �
�� �

�����
����
��� 

����� ����� %��� ��� � �
����� %����x,y�� $ � ��
����ax+by=c� �����������

d:=(a,b)��� �
��
��d|a���d|b�� ��
���� �
�� �u,v��$ ���
����du=a���

dv=b� �������%����������dux+dvy=c� ���
�� d(ux+vy)=c ���� %d|c� ������

����$���������"!d�������(a,b)|c����
� 

 



���������  
������ 

}|,{][ ����� Rxxxx

���������	�
����������   ����������
���� �
��������	
	��� - 	
�������������2����

��

�)��n,m�����"������
���������8|n2-m2� 

� � �
���q1,r1�� $ ��n=2q1+r1� ��� �!�
�n���"���� �� !� ���� ���r1=1� ���
�� 

n=2q1+1���%��������������q2��$ ��m=2q2+1���

n2-m2=(2q1+1)2-(2q2+1)2=(4q1
2+4q1+1)-(4q2

2+4q2+1) 

=4q1
2-4q2

2+4q1-q2=4[(q1
2-q1)+(q2

2-q2)]
  

�������	
�%����x���� �
����v,u��$ ���x=2u+v������ v����������������x�����

�
��������"���������"��������!���
�� ��������������v���
 �x2=4u2+2uv+v=2(2u2+uv)+v��������!���
�� ��������������������v���% ��

x2-x=[2(2u2+uv)+v]-[2u+v]=2(2u2+uv-u)����
�� ��������!
����

� ����� �������� �����
�� ��"!����� ��� ��!
�(q1
2-q1)� ����(q2

2-q2)� ���
�� 

���
���s,t��$ �+(q1
2-q1)=2s ��(q2

2-q2)=2t��% �� 

n2-m2=4[(q1
2-q1)+(q2

2-q2)]=4(2s+2t)=8(s+t)�

���������	
����8|n2-m2����
���

��


�������������� ������� �

(�  

����% �����������	!������������������!
������1����#��������

��� �

�����������������!
�����
��	������ &' 

����% �������!
�.�	������������� �������%������[1],[10],[100]...� ��%���

� ��� �� ��[10n]� � ��n������� ���� ���� �� ��
�� ������#����!
� � �

�$���������n�!��'&��

��� �% � �� ����� ����!
�� %��� ������[0],[1],…[9]� ��%����� ��"�� �
��� %���

������
������� �����
����
�% ����������������%��������� 
��

����% �����������" �
�������	���������
������
�����������!
�� #���

!
�.�	�������% �����&'��
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���������������	!��������"��������	������
����
������
�����������

(a,b)���� �a�b�"��� �b-a � a-b� 

��� �% � ���������� ������� � � ������ ���� �������� ����!
� � � .	���

�������#��
��!������""�����
����������
������� �� ��&�%�����"

 � �������[y=ax]� ��� �a�� $������� � �#����� �������� ���!
� ��	���

�����[x=0]�& 

 

"�� ���� �� ������� 	!�� ����� �"� � �����
� ������ ���� !��� ���� ���
l1,l2��

������!���� ��l3�������� ����������������	���%�������	��$ ��'�

l3
l2���l1
l3�����l1�l2��

�� ����������������������������' 

� a~a�� �f(a)=f(a)� �������������������������!���������������

� ���a~b"��%����������f(a)=f(b)��������� ��������%��� 
���%���

�%��������	����$������f(b)=f(a)�� ���
�� �b~a� 

� ���a~b�� ���b~c��"��f(a)=f(b)=f(c)��
�� �f(a)=f(c)�% ���a~c� 

���!�
�(�������	!����"�� �
����
�����������

��������� ������� ���!
� � �� ��
� ��� ��!�� ����� �����f������� � ����

!!��'�� ���%��� �a~b�� ����
�f(a)=f(b)������f!!�������!� ����"����

����a=b���� ���
�� a~b���a=b���	
�� �% ���a����!
����������
�

�
��������������� 

��� ������������	!��		���%�������! �����!�
!��������%�������������

�� .��	�� �
 � ��"� ������� �����"� .��	�������
�� ��������� ���	!���

�a~b
�����f(a)=a(b)���������	!�������������n:=a-b#�n���	
�����

%������������'�& 

�f(a)=f((a-b)+b)=f(n+b)=cos(2�(n+b))+isin(2�(n+b)) 

������������sin����cos������
�������� ���	���� �2������
'��

=cos(2�n+2�b)+isin(2�n+2�b)=cos(2�b)+isin(2�b)=f(b) 

��%� 
� f(a)=f(b)
�����������a-b��������#���
�� a~b�����������&��

���
��
�$ 
��.��	���������"�������	!�� 

},,|{][ maRnmnmxyaxy ������

}|{]0[ Raaxx ����
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�������������f��������������!

��!��� ������
�����S1���������S2� 

��.��	����! �����!�
���� ��a~b�� ����
�f(a)=f(b)� ���"�f���������

!������ �!��
������� ������
�#����������!
�&����
����!�������

#S2�&�����������������!
�����
��"����������������
�
�� �%���

� ��� � ��f���� �� � f�����������!
������� ������� � � ��������
�

�� ����� ������S2� �� ���!�� ����
���� ������� ���� � ���S1/~� '��� 

[a]=[b] �"���� ������������������� #�������� 
��!�������!�����

a~b�&�"��f^([a])=f(a)=f(b)=f^([b])� ��

% � �
 � ��� ������ %����f� � � ��� ����� �����
� ���S1���� ���� ���
�

������� ��� �������� ����!
�S1� ��� � ������� ��� ��	 
�#��
�� 

�� ����� �������� ����!
� ��!���S1&� ��� ����� � ��S1���� $�������

�����������������!

��!�����

��!� ��� f!!�����$�����%��� ��������f^([a])=f^([b])����������"�� ��

a�b���� S� �������� ����!
�� �� ����[a]���[b]������
� �
�����

f(a)=f(b) � ��� .��	� ���� �� ����� $ 
a~b��� % ����� ������� �[a]=[b]���

��
�� f!!��������������

� �

�����������������������	���n� �

���u=4n+3�����
�����%��������!� ����$������a2+b2����������
����)���������

�������� ��a,b,u� ������
�)'��

a�s    b�t  ��  u�3                (mod 4) 

������ ���s,t�%����������(������������������'��

s2� 

��

� �����
�� %����������������������)%��� 's2+t2=0,1,2 (mod 4)� ���
� � ��� 

u�3 (mod 4) ��%������% ������% ������
��

��

(����

0 s=0,2 

1 s=1,3 � ���������t2���



���������  
������ 

�� ���� �a�b (mod n)���ak�bk (mod n)� �� � ���� %����� ���u�� $ � ������

a=b+un#�� � a-b=un � 0 (mod n)� �&�� ��� �� ������� �k#�� � �k� &������

ak=bk+unk� �� �����
����������n�	�����unk�
������� ����� � �� ���n��

unk�0 (mod n)��% ��ak�bk+0 (mod n)����
��

����%���a�b (mod n)��c�d (mod n)���� �
�����
�� u,v��$ ���
����a=b+un��

c=d+vn� �������
�� ��� ��!�� 'a+c=b+d+(u+v)n� �� �����
� ������n�$ �

	�����%��!����������������a+c=b+d+0 (mod n)����
����

��������������!� ���'	�	���m=0���a0�b0 (mod n)%�������������.��	��������� �

k0�� ����
�k0a0� k0b0����

����������������'�������
����
���������!���m�� ���	
��������!� ���

����������
����
m+1���%�����������������������������(mod n)��

�� ��%���������% ��
 am+1�bm+1��.��	�����% ������� �����km+1�����
���

�km+1am+1� km+1bm+1   (mod n) 

� �% �����.��	�������������������
�������!��%�����

� �� ��� 

+ km+1am+1  � +  km+1bm+1       (mod n) 
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�!����.��	����������������!�����k����	 �ki=10i�����	
����a=0�

#��
�� ai=0�����"��&��b�����������.��	�
�x����.��	�����' 
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���������	�
����������   ����������
���� �
��������	
	��� - 	
�������������3���������!���

��

�����������
��� �

��  

������������������	�������������
��������
�����!�������"' 

(a-b)-c=a-b-c � a-(b-c)=a-b+c���

������������������ ������������� #e=0�&�����
�����x-e=x�e-x� 

������� �����!� ����� �"� ���� �� 	!��� ������
� ����!
� ������ �����

�� �����������������
��� �������������ab-cd��� ����	
������

������
����
�������� %����
1 2
2 4

� 
� �
� �

����� cd�ab������
������

�� ����%��� 

��� �% � �����!� �"� �� ������ ���ad�0�� � �a� � ���d
���������� ������� % ��

� ���� �����
�2#��� ���� ����b�������
� �� � ����� &� ���� ������

� �����������!�������� ���
�� ����������������'e=I2x2����! ���

�����������	' 

�%������!�
�ad,eg�0�������aedg�0
0 0 0
a b e f ae af dg

d g dg

��  �  � 

 �� � � � � �

� � � � � �
� 

#�
��� 
�����������������	�������& ��
��

*#������ �����	�� ����� ������������
�� �����
� ����!��� ��!���

����������������!�����������"�� ���������
�������������!��& 

��������!� �"� '���� ������
����� ���!� �|AB|=|A|*|B|=1���� % ���

�����	��% ��
 ����������������	���
����
�������
��� ����!��

(AB)C=A(BC)� ����������
� �� � ���!� ���� ���������� ��� 'e=I�

#����!�� ������
�� ���� ��� ��	� ����
� &��IA=AI=A� ���I�$����

�� �����!�|I|=1���.�	���������� ��A� ����������������!�����%��� 

� ���� %���� �����
������ ������
���� ���� %��� �������
����

� ���� %���� �� �����2�+�� �)�� �
��� ��� %����A*A-1=I� ���% ��

|A|*|A-1|=|I|=1�� ��% ���|A-1|=1�&���
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������� �� ����!� ����� �"��� �� �����	� %��� ��
��� ���
��'

|AB|=|A|*|B|=2*2=4� �% � �
 � �������
� �� �� ���������� �������

e=I� ��!������ ���������
����� � �����!��$������� ��%������ % ��

� ����!�� $���� ��� ���� ������� ����!�� ������
�#��!���� ��� �

� ��������� ����� ������ � �� ���� ������|e|=|A|*|A-1|=2*2=4�

����	��������&� 
�

3� �� ����!G������� ��� ���"� ��	
���� 
�� ��������������� ������!� ������

� ���e� �� ���
e�
���� 'a2=e� �� ��� ���a*a-1=e� �� �
�� a2=a*a=a*a-1� ��%��� �

� ����!�� ��
��� ���
���a=a-1� �� �
�
������ ���
� ����� ������ !� ���� $e�

�
������� ������������ 

� ���� ������ ���!� ����!�� ����� � ��� %��� � �� � ����
�� %��� �a=(a-1)-1�����

!!� ���� ������� ��"� � � ��� �
�������� ��� � ��� ��!�� ���� %���� �
�� 

�"�� �"� ��� ���� ������� ��� ����"�� ����!�� �������� �� ������� ���e�����

� ��� � ������"� ��� %��� % ��� �
��� ����� ���"� ��	
� ��� ����!��� %����� %��� 


��!������������ �����$ 
������� ������� ��
	��a����"� %�� %��� �������� �����

��
������� ���������������������� ����������������!��%��� 
a=a-1���%� 
�

������� a2=e�������
� �����

��

�)��2a b ab a b� � � �� 

����������a=x+1��b=y+1������ x,y-�#�� ���

��&�% ���%��������xy>0������' 

a�b = (1+x)(1+y)-(1+x)-(1+y)+2 = 1+x+y+xy-1-x-1-y+2 = 1+xy > 1 

� ������	��
����
�% �����

���������������	�� 

I) (a�b)�c=(ab-a-b+2)�c=(ab-a-b+2)*c-(ab-a-b+2)-c+2 

=abc-ac-bc+2c-ab+a+b-2-c+2=abc-ac-bc-ab+a+b+c 

II) a�(b�c)=a�(bc-b-c+2)=a*(bc-b-c+2)-a-(bc-b-c+2)+2 

=abc-ab-ac+2a-a-bc+b+c-2+2=abc-ab-ac-bc+a+b+c 

����"��������#����������	��� ����&������������	���
����
�% �����
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��� �� ����a�e=a#�� ��������� ���� ��� ����
�	� �������� �!�
� �����

�!���
�% ����������
��a�e=e�a'&� 

a�e=e�a=ae-a-e+2=a � ae-e=2a-2 � e(a-1)=2a-2 � e=(2a-2)/(a-1)=2�

��
�� e=2#���e��$�����G��&�� �����������!�a>1���

������ �������a���G������b��$ �� a�b=e=2' 

a�b=ab-a-b+2=2 � ab-a-b=0 � ab-b=b(a-1)�= a � b=a-1=a/(a-1)�

� ������ ���������������%����e��
�������#2/(2-1)=2�&��

� ��� ��� ��� ����� � �� ����� � �� ���� �!� ��� ������G� �� � �� % ��a>1��

� � ����
a-1>0� ���$ � a-1=a/(a-1)����!�� ��
������
������ ��� ��� %��� �

a>1� �����
�a>a-1#��� 
�
� ����� ���
�&� ��� ����a-1���

� ��
�� �����


�����������$����!� ���% ���G���

��


�����������
������� �

(����

��������Q+�� �� �������� ����#� ������!�&��������������% ������ ������
��

�� �����!��������������� �#������
�� ��&�������������� ������������

����!��������������� 

������������!��������������	��
����
�����%��� ������
��1+�1=2����� 

log�2�=log��+log�2=1+log�2 ��$��������� �
���� �

��� �% � ��� �� ���
� ����

�� � � ����!�� ���
�� ��"� ����� ����!� ��� ���"

���������
���� �
��������i��R��������!���������
���C��������%��� 

�� ��� � �� �
�C� ����!�� 	!��� ����!�� ������� � � ��� �
���
��#��� 

��� ��! �����&�������� ���� �����R����
��i������������ ���i� �����

�������� ��.���
#����!�������������
�� �&��������! ���%����% �����

�

���

�� � ��a,b,c���Z(G)� '(ab)c=a(bc)� �� � Z(G)�� �� �
��G���� �
���
� % ���

��������������	�����
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�����������������G�� ���
�ex=xe=x�� ��x���G�����$��������% ����Z(G)��

� �� �����
� �"�� %�������� %��� 
�x���G� � �� ������x���Z(G)� �e���� ����

���������������Z(G)���

�������	���� ��a,b���Z(G)������
�ax=xa�% ��bx=xb�� ��x���G� �% ��������

�����������	��#�� ���
����
�G&�������
��

(ab)x=a(bx)=a(xb)=(ax)b=(xa)b=x(ab)�

�� ���
�� ab�� ������ ��.�!�
�x��$������G��

��� ���� ������ ��� � ��a���Z(G)� � ���� ����� �����a-1���G�� %��� ��G�����

����!����
�� a*a-1=e������ e������������������������G#�����������
��

Z(G)��&�% ����� �x���G�� ����
�ax=xa������� ������ a-1��
�
��%�
�
'��

ax=xa � a-1*ax=ex=x=a-1*xa � xa-1=a-1*xa*a-1=a-1*x*e=a-1x�

����
�� ����� �����a���G�� �������� ����.�!�
����% �" �
������������

 

3� ���������n�����!��������������%��������!�������������G����"��%��� 

����!�� �����	� �
����
� ����!� �� % ��n+n+…+n=an�� $�����G� � ��a�

����� �� ��� � ��������� %��� �n� �-n��$�����G� �a���� ����������������� ��

��	� �� �
�� an�� $�����G� � ��a� ����#��Z� &������� ���!�� ����
�� ���

����!�������	��
���
�����!����� �
������ �������	�����
���
������

�� ���� � ����!�� ���� ��� !� ���� �������� �����
� �������an� '�!���

������������������m����!�
�����������!���n� ����
�� ��

�������

���n���0<L:=(m,n)
�%��������n#�������������� L|n����
�� L�n������

������
�����"��%�����������
��������n|m�!��������	����&��%��� 
�

n����!��������%�������� �����
����!� ����"�L��������G�������������

�� ���
��

��� �� � �
��� ����	
� ��
���� !� ��a,b�� $ ��L=an+bm��

��
� �� %��� ��� ���� ��
���� �� ��� ����!�������	��
���
�����!���L�

�� $����G� �����	� �������� �%� 
� �� � ����� % ��� ���m������� ����!��

����!�
�n� 
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���� �	����� ����! ���a���Z�����
�na��$�����G��������������� �
��������

��G����%� 
��G�����!���������nZ���� ����

��

������	�������
� � �

� $����������!�������� ���	!������,�� ���	
 ����������" ��������������

� %��� ��
����#� ���"� � 2�k/n� %��������2��!!� %����� �
���
���������� �

����	
��������.��!���%����% �������� ���������������.��!���%���S���R�

��������S’���R’������������	
����%����!�������%����������������%����!�

�������������������i����" �����������������������������
��������	
 

�� �� �
��������
�����������$ ����!���

������	!�����!��� ������������	
���x%�����%��� ��������

���	�� ��������� �� ����R���������� ������ ���"�� ������ ��
� %����� ���
�� 

������	��������	����!���� �������	����
���������+�� ����
������ %����R�

�� �����������������������
���	�������#�
�������������������
�&����

���������
����
�% ��R�+�=R�+R����

��.���S����������� ��i#��%��0���n��&� ����������!
�����������	!�������

����	
���������� ��%
	�i����i�…�����!��� �� ��i���������������

S�:   i��-(i-�)=2�-i�

���������� ��S#���
���%�
�
���������������	'&��

S�S�:   i��-((2�-i)-�)=i+2(�-�) � S�S� = R2(�-�)�

#�����	��������������
������������i�i+…����������.��!���%����% ��

R�����������	��������������
�����2(�-�)����

��

����

��%������
����������� 

S�R�:  i�2�-(i+�) = 2(�-�/2)-i   � S�R� = S�-�/2 

�����������������������"�S#�i�2x-i�&�������.��!���%����% ���S�-�/2 
%���������' 

R�S�:  i�(2�-i)+� = 2(�+�/2)-i � R�S� = S�+�/2�
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��.��	���"��������$�����"�.��	�������%����%����!��'��

��������������%����S���%�
�
���� ������� ���% ����
�������� ���������� 

S��������������������	�������$������!�������	��������������%����% ��
 

$���������������$�����%��� ��$����"�����
��  S�R�=R (-�)S�%� 
'��

S�S�= R2(�-�) �������� ���S�= R2(�-�)S�=S�R2(�-�)�

��%
	������� �=2(�-�)��������������������2�=2�-������=�-�/2���
�� ��

S�R�=S�-�/2�

�����

S�R�S�: i�2� - [(2�-i)+�] = 2�-2�+i-� = i+(-�) � S�R�S� = R -� 

%����!������	�����.��!���%����������$�����

S�R�S� = S�S� R(-�) = R(-�)�

�
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���������	�
����������   ����������
���� �
��������	
	��� - ��	
�����������)�����������������!������������	���

��

�� ������o(ab)=o(ba) 

������k:=o(ab)��m:=o(ba)�����"�(ab)o(ab)=ababab...ab=e���

����
�
������������������ �����a-1����%�
�
��a���������

a-1*abab...ab*a=a-1*e*a=(a-1a)baba...ba = a-1a = e 

baba....ba=(ba)o(ab)=e 

��� 
�����������
��.�����%a������������
��%�
�
��!�����	������
�
��!��

� ��� ��	
o(ab)����"�� ������ ���	� �� �� ��� �� ��� ����� ��� �� ����� %� 
ba�

� ��"!�o(ab)� ��� �����e� �� �
�� o(ba)#���!�� ��	�� ��
���
�� ����"�� ��	
�&

������!
o(ab)����������!� ��������!������� ������������� �%������!� �����

$����%��� ������������!��baba…ba=e#�������� o(ba)����"�&���%�������������

���� ��������������b����b-1����������
�����������"���o(ab)������!
�o(ba)��

��
�� o(ab)|o(ba)������������������o(ba)|o(ab)����������% �������
���

��

��n:=o(a)��m:=o(b)��k:=o(ab)���%���(n,m)=1�% ��ab=ba���!� ����$���k=mn���

� �������� ���an=bm=e� % ����� �(an)m(bm)n=e=anmbnm=abmn��� % ��������
� �

k|mn#��� k����%�������
���
����"!�����������������e�&��

�������% ��
 �e=(ab)k����� �������� ������
�� �bm������ � 

% ��
 ��(ab)k=e=akbk���%������%��� �$ ��������ab=ba���� �������� ������%� 


���bk��������ak=b(-k)'���

���"!��������������������m'���

�(ak)m = akm = (b(-k))m = (bm)-k = e-k = e   �  n | km , (m,n)=1���� � n | k�

��
�� ������"!���������
a��������e���% ��n=o(a)�������!
����

���
�������%�����������"!������
���n'���

(ak)n=(an)k=ek=e=(b(-k))n =b-kn � bkn=e � m | kn , (m,n)=1���� � m | k 

#���������	
��������
���"!�
�	���
������������%����e������ ��������"��

����e�&��
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�� ����!�
n|k�� ���m|k�����
 ���������������!
���������'[m,n] | k����%��� 

��k� ������� %�����������"!�� ����� ��� ������� ������"!�� ��������� ��
����

����������n,m���
 ��������"!�
�����������%�������������������! ������ �

� ��	
�� �&���� �!�
�(m,n)=1�� ������mn=[m,n]#��� ����
� ���
�� ���

mn/(m,n)=[m,n]�&�% ��mn|k�� �

�� � �	�����������k|mn���% �mn|k��������	
��% �����������
������k=mn�����

����!������
�o(ab)=o(a)*o(b)�
�������

��

(�� � %����aba-1=b2� �� % �a5=e#� ��� ������ �"� ������� ��� ������ � ��
���������� � 

��$ 
�G����!������&���������������������
���������'��

(aba-1)2=(aba-1)(aba-1)= ab(a-1a)ba-1=ab2a-1   =   b4 

��������b2
�
������������
���������

b4�=a(aba-1)a-1=a2ba-2�

�������������������������
���������#������������	�������b2�����&��

b8=(a2ba-2)2=(a2ba-2)(a2ba-2)= a2b(a-2a2)ba-2=a2b2a-2  = a2(aba-1)a-2=a3ba-3�

%���������'��

b16=(a3ba-3)2=(a3ba-3)(a3ba-3)= a3b(a-3a3)ba-3=a3b2a-3  = a3(aba-1)a-3=a4ba-4�

b32=(a4ba-4)2=(a4ba-4)(a4ba-4)= a4b(a-4a4)ba-4=a4b2a-4  = a4(aba-1)a-4=a5ba-5�

������%��!�������������a5=e��
�������.�	���������$ b32=ebe=b����
���'��

b31=e����
�� o(b)=31��� �

� �

���

��������	���	
��������������	���	
�����!�#������e�'�&!��� 

�� �! ���� !�a����!�� ���� �� '�% ��� �����	� �
����
� ����!� �"�� �!�


���"!�an�� ������!������.��$����n������#�� �����
�n����������	�����

�������� �&�� �!�
� �����n���	
� ����� ����	����� ����!�� $�� ����
� �����

������ ���"!� ��� ���	� �� � �
���� ���!�� ����
�� ��u,v�� $ � ��������au=av�

#!����$ ��������u>v� �&����
���� �������!��"���!�
����� ����a-v�������
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aua-v=au-v=e� �#u-v����!�����&� �� �����	�������� %� 
�a�����o(a)=u-v���"��

���	���	
���!������

�������������������"!������%�����%������!���������"������
������!�
�

���!�����	���	������������������ ��" ������

��

�������	������	
��������������	������	
�����!��'�������� 

� � ����� 	������(Z,+)��� ���
� �������� � �e=0� ���	���� ��	
� ���#��
�� 

�" ��!���������!���&��

� � ���� ������!�� ������ ���� ��� ��
�� ����	
�� ����!� ��� !��� ���
�� 

������
�#���
�� G={z � C | zn=1, n�N}&� �	!���� ��������������	
��� 

��
���� ��������� ������ ���������������������� ������� ���������
�� ���

z=1*cis(�p/q)� ��� �p/q��������� �� ����!� ���"#��� �����	� �
���
�����!� �

��� ��
������ ���������
������� ���������
������%
�	�� �����&�����	��

������������	
 ���������������� �� ��
�����"!�����!�������!�������� �

���"!���������������q������
������%���1*cis(qp�/q)=cis(p�)�����������

� ����� ��	��� ���� ������� ����cis(2�p)����
����� ���� � ��
� ��	
� �
�� �

� ����
������� �����2�� �� ��"� % ���#�� � ������e�"� ����!��� �&�� ��� %� 


�����a���G��a=cis(p�/q)�'o(a)=2q����
�����	�����% �����

��

��� �����	������	
��������������	���	
�����!�'!������ 
��.��	����! ������ ��������
��� �������	�����!���!���������� ������"!�

� ���"#��
��� ��� ��"!�� ��!��� � �
��� ���	
� �
���� ����� ��� �� ��� �
�� &��

���	���	����� ����% �����

 

�������!�����	���	
��������������	������	
��#������e�'�&������ 

�� ������
��������!���������� �����!�#���� ���	
�&� �� ��
������ ��	!��

#��.��	������&��

�����
������ �����(Z,+)�����	������	
�����!������������	
�� �e=0������ 

�
�����������!����	���
��!�����$��#��� ����������!�
�&��

��������	���	
�������������� �����	������	
�����!���
' 
����!���������� �����!#���� ���	
�&� �� ��
������ ��	!��#��.��	������&��
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� �

� �

� �

������������
�� �

�������������������!�������
��������������	�����
�����%������������

#������n&����
������ ��!����%��� n��� �
�������������"!��������	��������

��e����� �����
�����������%��� �������������!�������������
��	�$ �����

�� ����� ��� ����� ������� ���"!�n�� ���
�� ��������n�� �������� ��������

����������

���	
������������a=(1+i)/�2������������"!�����
����������������������

�������������������#�������� ������
�� ��& 

a=�2*cis(�/4)/�2 = cis(�/4) � a8=18*cis(8*�/4)=cis(2�)=1 

"��������������������������������"!��#����"!�� �������������� %���

���	
���������	
�/4���!������
�����&��

�� �� ������ ��� �
��� $����� �����1+i� '�b=�2*cis(�/4)� ���  �� ������ %���

���������b���������������"!�����������$��������
����#���
�����������

���������"!
���������������.��	���
 �����8&���������� ������������% ��

� ���������� ������ ��"!�� �� ������ ��	�� ����� %� 
1+i.�	���� ����� ��% ��

� .�	���� ���� ����� ����� ����!�� ��� ��	�#�� ��"!� � �� ��
� � � �� !���b�

��!���	
����������"!�������

��

��Un�����"������!
������!������n�� ��	!���'��

�� �U8={ [1], [3], [5], [7] }� �� � ���	
��� %��� 1,3,5,7��!�� � � ������
�

��"���"�� �����������������!
#������
0&����� ��"���� ��8����"�����!���� �

����������%����������������������������������������!�
��#�����
��

�� �����������
� ��&��������������������!
�% �����������������������

����
���	
�.������������	
���
�����1n=1 (mod 8)�� ��n���

�%���������32=9�1 (mod 8)��33=27�3��������%����������������!
�[3]�

�����!����
����!����� ����{1,3}�����������U8���� ����
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52=25�1 (mod 8)��53=125�5�������������!
�% ��[5]���������������� ��

�����!����{1,5}���

72=49�1 (mod 8)��73=343�7�������������!
�% ��[7]���������������� ��

�����!����{1,7}���

����	
�����U8����������������.��%���������������������% �����

��������!�U9� ��������{ [1],[2].[4].[5].[7].[8] }#����3,6�����"�������3��&

�� ���������������!�#�%���%��������� �����!
��	!��������3��&�����!����	

����|U9|=6 

� �����[1]� ������ .��	�� ��
���� ���	� ����
� ������ �������� �!�
��������

��������������������	
����������������������"!��� ��� �����!�����������

������[2]�����!������������������	
�#���!
����������� ��!������'&��

20=1, 21=2, 22=4��23=8��24=16�7��25=32�5  �(mod 9) �

26=64�1  �(mod 9)���������������������"�!��������������"!�
��!��

o([2])=6,  <[2]>={[1],[2],[4],[5],[7],[8]}=U9�

���������[5]����!������������������	
��'��

50=1, 51=5, 52=25�7��53=125�8��54=625�4��55=3125�2  (mod 9)    

56=15625�1  �(mod 9)���������������������"�!��������������"!�
��!��

o([5])=6,  <[5]>={[1],[2],[4],[5],[7],[8]}=U9�

���!����	����"���	�������������������������%�����{2,5}����������������

��������
n:=o(a)�������"��a���������
����!� ���n����������"!�#mod 9�&

� ����!�� %�� �#�����	�� ����� &� ��� � ����!�� ��� �����
� % ��#� ��� ���� %��� n�

� �������&$ ������!����	
��������������	�����
���!���������
�� �n����"!�

��������� �����������������!������$���������������!����������� #�������

���	���	
��
��������������������������������������"!���!���
�� �&��

�����!�������������������	����
����
���������%� 
U9'��

o([1])=1 ��� �����!������������� �����������
� �% ��������!�������  

<[1]>={[1]}�

42=16�7 43=64�1 � o([4])=3 ; 72=49�4 73=343�1 � o([7])=3 ; 

<[4]>=<[7]>={[1],[4],[7]} ��
�� )���4�����!������������!��� ����������� �
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82=64�1  � o([8])=2  � <[8]>={[1],[8]}  

o([2])=6, o([5])=6  ����!��� ����������������� �����
�� 

��

������������� �

)��� %�����2,7��!������
�����H� �����!������������� %��� 
� ��� �� ����-2,-7�

�� ��� ��� � ����
�H� �����!�� �����	� �
����
�� %��� 
� �� ����� ��� ��!�� ��a�

#��$�����H�&��
���n��
����������������an�����!������.������ ��a�����!��

�� ��n��������� �������������������%��� 
�-a�������%� �������n�������#����n=0�

�"�na=0=e����!�������"�����������&���� ��������� �������	��
����
��
�� 

������	
���

�������
���

�����(2,7)=1#�� ��"����������% ���� ���������������	
�������&

������
�������	
���
�������
���a,b��$ ���(2,7)=2*a+7*b=1�����! ������

��2a����7b����!��������������������!�������	������% 2a+7b=1����!�����

�� �!�
������!�� $����� ������ ���� ��	
�� ���� ���� � � � ��� ��! ���� �
� ���

����!����� ���
�� n�Z�����1*n=n�H��%� 
���Z�$������ �
�H����$��������

H�% ���� �
�����������!��������H�$������ �
�Z� ����������������������
�

H+Z��
�� 
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���������	�
����������   ����������
���� �
��������	
	��� - 	
�������������5����"������������!���

��

/����

�� ��� �!�
�p�������� �Up� � �����
� ����Up={[1],[2],…[p-1]}��
�� �

{[1],[2],[3]…[2n]}#�������"�� �������� �����
�p&����������% ����|Up|=2n����

�������p=2n+1����
�� 2n=p-1����� ���������������� ��2n���������

(2n)�=2n(p-1)=p·2n - 2n � -2n�� 1(mod p)  �

��%� 
��[2]2n�1=e#��� �����!
���������
�[2]&��������	���
�� [2]���������

� ��� ��!
� ���2n� �� ��� ��	��� % ��� ���� �����[2]
� %����2n���� ������

a:=o([2])���!����2n=a*q��������
���������������#q����!�������	
��&�����

q	2� "��a�n� �� ���2a�p-1<p���������� % ������ �����
�p� �������� % � ����a>n��

�!� ����%� 
�q<2��
�� �q=1�% ���a=2n��������	��[2]�����2n���

�����

���������H���������������������!�������������[2]�����
�� H=<[2]>�����	�

���������[2]�
 ������"������!�������	��'o([2])=|H|���"���������
�����% ����

��
�� ���� �����!����	������!
o([2]) | 2n����2n | 2n ������
��������������

n | 2n-1� �� ������ %� 
�q�� $ � �����q*n=2n-1��� �q=2n-1/n� ��� %� 
��n����!�

������"!��������������#�������������2n-1�&���� �q����% ����������

��

�)�����������a�����!��G� ������!������	����!�
G� ���"�����#���&�����������

� ��	
� �!�� �������!������������������� ����� ��!�� ���� %��� G��������"��

� ����� ��� ����� ��� �!�� � �����e���� � ����� ����� ���� � � �
��� ����� ��
�����

���������3��"����!���������	���� ���������#��%��� �����"�%�������!�% ������

(a-1)-1=a&�� ����� � ��������������������
���
� �!�� �������!���!� ����$ 

��
����b=b-1��% ������ ���������������� �����b������b2=e�����	
����������
�

������	
�����������!�
��������������������������!����<b>���	
�������

#�����!�
�������� ��{e,b}����.	����� �� ��b������������������������"!���&��

� ��!������	
����������
�������������������������� ������
��������!�


� � �a� �����
�����!��a|G|= a10=e� �� ��� ��!�� ���!� ����� � � ��� ��	���� ����
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� �!��a� ������e� �� ������ �� �� ���� ��	�2,5� �����#����� ���� ��� "��� %��� �a=e�

���!�������������	���&���	
����������
��� ���!�
������
�% �����������

���	
������.��%�����'��

� ��	
� ��� ���	�� �������� � �� ������� !�����#�� ���
e����� ��
� �� '� &��	��

�����!�������
���!���a��b-� � �����#�"���"� ��� ���������&� ����� ������ �� �

������������������!��e� ��� �������	������� �� ab�����!�����������#������

���ba$�
�����&���	
���������������� ���!�
�������� ���������������� 

�
�������
�aa-1=a2=e���a=a-1#���� ����������� ���
���%����G����!��������&

����!��������� �� ������ � % ��� ��.�	����������������ba������������ ���
�

� ����!����� ���
������!����� ��� ����� ��� ���ab� � � 'ab*ba=a(b2)a=aea=a2=e��

�% ��ba����� ���������ab� ����� �����
�����ab���	
����������� �����% ���

�
�����������$ ab=ba����������!���������"�����

% ��������������
������!�{e,a,b,ab}������������! �������!�����!��������

� ��	
� ���)"������ ���
�� ����	� �
����
� % ���� ���� %��� �)���� ��!
� �����

|G|=10� ���������������!���� %� 
� �� � ������� � ����#�� ����e� &� ��	
������

���	
������������� ������!�
�#�����
e&����������	���!���������!�������

�������������������!�����% ������	
���#����	
�����!��
����% ���������

$�
��� �&%����!�� �� ��	
� ����� ������ % ����#�� ��� ����c� �&� �"� ���
�G�����

�����������!������!����	����"����	��������������%��� ���% ��<c>=G#�����

����������&�����!���%������ c2��'(c2)5=c10=e������	���
�� �c2�����#��������

����
���%����%���c5���	
��������������" ���������! ����� �����
���&�%� 


�����������	���������������������������������!#�������&�����������	�����

���	
��������������
�� �����! �����% ��#���	
��������
�����&�����������

� ��	
� ������� ����!� ��� �� ����!��� ���������� ��!��� ��
���� ���
� � ��

���	
��!������!����	
��!������

��

��

��

�/��G���	
�����!�����((�����	
�����������������(����
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�
����� ������ �
���� �����a�� ����� ����!�G�#������e� �&���
� �����! �����

a|G|=a33=e� �� ��� ��	�� % �a� ��� ��!
�((� #�o(a)|33&�� �����
�� ��!�� '�% ��� ��

�� ��	��� �a� ������ � �a
� ������e� �� ��� ��	�� ��a� ����(� �������� ��� ����


��
��	� % ��� ����
���� �����	�� ���((� �� ��� !��b=a11���������"!�� ���!� �

b3=a33=e���	
����������
�% ���(���

���������������������!���������	������a�����������
�� a11=e���"����
����

�����!���������<a>�����"����	
������������!��������������
�� ������������

���	
�������
��!��� ��#�����
e���	
�������&��"�����������%��� ��������	�

�����!������ ����� � <a>� ��� ��	�� ��� ��!�� $����<a>� ��� �
�� ���� ����"�

����������	
#����
������.��e���	
��������� �������&��

�$��
���� ����
����������������	����G��������!��������������!�����%��� 

��������������	
������������!�����#���������"����
���&�$�!������� ����

�����
�����������!��e#�����!�������������!�$���!�� ����� ����! ������ ��

���	
�����!p���	
��������!������������� ���������p�������
�� ���������

���"� %���������!��������$���!���"�e������ �&�����$������������ �������$ 
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�� �����!���b���	
�.	���������������<a>��b���	��������������!��������������

���	
��� �� % ��� ������������������$	
����	���� �������G#�����e&� ���� ��$ 

�����������(�� ������#���� e��&�� ���������������b�" ���������������������
�


�����������������G#���� ���������� ��
�� �<a>�&���	
���(����((�������
��

���	
��!���������!���������!� ������! ������(���

���!���.	��������%����������c�����	
������������<a>������<b>#��%� ��������

��������c����	�������������������!� ����"���" �(����((��
��	��� �&�����!�

�������������������c���������� �������������	
���
��������.	�����������e��

���������
�� ��
����	����G#�����e�&����% ��������G����3���	
��������������

���������e#���
� ������
��!�������!����	�������!���
���!�����% �����
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�

(�������������������������� ��e�����	
�����!���������(�&��

��

�0���

�� ���� ��	
� ����!��� �0� ��	
� ����!� ��� ������� ������ �
���� ������ !��

�����"���������!�������!������� ���������!����	
���e��
������� ���������

�������
��% ��������"������	
�������%� 
�#�"����
�������&	���������������

����"�� �$���!� % ��� ��� % � �
 2�� %��� � ��� � ����"� %��� ����!�(a-1)-1=a� ���
�� 

� �
��� ����
�� ��	
�� ��
�� ���� � ����� ��� � ����#�������� ���!�� ����
�

!!� ���� ��� ������� �&�%��
� ��"� %�� ���� ������ !� ��� �!�� ����� ��!���� %� 


���!������������� ����������������!��%��� 
���
������� �����������5��%
	��

b=b-1������� ������%� 
�b��������������������b2=e���	
����������
�% �����

������������������������!�����<b>={e,b}���	
�����!���������#����������

e� ��
��� ��� ��� ����� ��� ��� �������� ���� �� �����	� ��
� � �
����
�eb=b�

b*b=e*e=e�&���

���G���	
���������	
����!������!�����������(#���� �H�&����!������!����

���	
#���� �I��&"���������
������������!�����	
�����������!�����!����� 

���	G�����
�� �����

� ���� �����!�� %��� $���!��� ����{e}������!� ��� ���� �����!� ��� $���!� � ���

��������!����� �����3�������5����������!�����	
�����������!(����������

���	
�����������!�% �����������������
�� �H�I={e}#�e���������������
�% ��

���������!�����%��� �������G� �&% ���������!��������������
����������$	

����|H U I|=3+5-1=7#�e%������ ���
�� ��!��������� ��������	�����&� ���
�� 

������0����!����.�������������������

� ����� !��a���G� �����!�
� �!�� .��� ���
� ������#� ����
� �!�0� &������� ����

� ��	
(� ��	
� ������� �� ����� ����� �������� ����!�� "��� %��� ��<a>��������

�� ����� % ��� ��	� ����
�H�� ����I#��
����� &�����!��� �����!�� %��� %���� � 

��������	
������������"a�!��������	��%�
��!���$����������a
����������e�

���	
������% ������
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� ��� ��	�� ���
�� ���a� ��� ��	�� ��� ��!
�G� �� �
�� o(a)|15� �������� ����

��������	��1,3,5��������	��������������������% ��a��������������
��
�� 

�����!�� ��� ��	�� ����� ���� ��	��� ����G��� �� ��
�� �G=<a>#������!�� � 

<a>���	
������ �
��G��	�����
�&� ���
�� a���������G�% ���G�����!�����

����������
����

��

����	������ 	�"�� �� �

����
����x�� ���
��' 

x�2 (mod 7)����x=2+7a 

x�3 (mod 4)����x=3+4b 

x�4 (mod 9)����x=4+9c��

��������%����x�� ����!��������" �Z���� �!���������
�%����M=7*4*9=252��

#��%����$ ��"
��������!����������
���
������
���x���M&���� ������� ��%��� 

���������!
������������!�����������
����%
���������"�!������!��� �% ��

���!�� �� ����"�� � ��"� ��� ���� ������� �!�
#(7,9)=(7,4)=(4,9)=1&� ��� ����M�

�
��������%������	
�������"�������

��

�� ��
�� � ������ ��� �x� � ������(x mod 7)=2� �� � ��(x mod 4)=(x mod 9)=0��

�������� �������$�����" ���	
4*9=36����������� �����������% ��36'��

�(36 mod 7)=1��(72 mod 7)=2����% �x=72� 

����
���� �y�� ������(y mod 4)=3�����(y mod 7)=(y mod 9)=0��������
�� 

�� ������7*9=63�'(63 mod 4)=3���% �y=63� ��

��.�	�����z�� ������(z mod 9)=4�������
��(z mod 7)=(z mod 4)=0����
�� z�

�������� ����7*4=28'� �(28 mod 9)=1� ������������������
���� �)���� ��

����0����)�'(28*4 mod 9)=(112 mod 9)=4���% �z�����������

�� ������
����	
���
�������	��������������������

�(2x+3y+4z mod 252)=(144+189+448 mod 252)=(751 mod 252)=247 

�% ��(247 mod 7)=2��(247 mod 9)=4��(247 mod 4)=3���

��

� �
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����� ��	
�n� � �!�������	
����	
����
������0…n-1� � ������������ ��(n)�

��� ��"������	
����	
�����n��!��������������% ���.������������%�����

��
�� �� ������ $���� ������	� ���������� ���#��n	#� ����
����
�� �

�����!��.���
��������!����������� ������������	
��������n����

�H=|{x | (x,n)>1, 0�x�n-1}|���

��������!���������Ai�������������	
�������	
��� �������� ����pi���!
�

����� �� � � ��� �
�� � ��� ����� �pi� � �!����������� ����!� ���"� �
�
��'

Ai=<pi>� ��� �!�
�n��������������� � ���� 

�� ��
��� ��pi� ��� �1�i�k��

���������� ���!�������Ai��!����!�������� ������� ��� ����%�����"���!���

�������� �
����������������	
�
n����� ���!�
������	
��� �����
�� �

pi��� �����.���
���!
��������% ����n�������������������%�
��.��������%� 
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��

�����

������M=p1·p2·p3…·pk��

��
�
�

��
���
��.�������������� �$���!�Ai������i�� �!���I�������	
�������������
�

�� �!��{1...n}��������������	
���� ���pi#�i�� �!���I�&����������!
���
�� �

M����� ��!
�� �� � �!��� ����	
�� ��	
� ���� ��
�� .���� %� 
{1…n}�

������!�
��M��������
�����	
��� ��
�� qM#����� q�����&� �!�����%� 
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� ���������� !� ���� ����� �� �� �
���
��(ab)=�(a)*�(b)#�� � �a,b��
 � ���"�

��������
�������������"���!���%����$���!�����
������������$����%��&���% ��

�����������%���n�������������� �
���� 
�������������������
��!��� ����

������#!�������!����� ������� �� '&��
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���� �
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	��� - 	
�������������6��������
����

��

)������
����
��'��

 �=(1 2)(3 4)�� �=(5 6)(1 3) 

��������a-1�a=���
�� ��a=a���% ����� �n,m���
���
�� �(n)=m�� ����
#���������

�����������������������n�'�&a�(n)=a(m)=�a(n)=�(a(n))�����������
�� ���� ���

����������a(n)���a(m)������������������%����%� 
'��

� (1)=3�����(a(1))=a(3) 

�(3)=1�����(a(3))=a(1)����	
����
�����������%��� 
������
�������
����!���� ���

(1 2)������ �
�������$ �a(3)=2 a(1)=1���

�%���������� (5)=6�����(a(5))=a(6) 

�(6)=5�����(a(6))=a(5)�����������
�����!���� ��������$ a(5)=3 a(6)=4 

��������������������a��������

�����������!�����a(2)=5 a(4)=6��� � �	��'��

12 3 456
15 2634

a
� 

� � �
� �

����
��������a=(2 5 3)(4 6)�������� ������������% ��'��

1 12345 6
1356 2 4

a� � 
� � �
� �

����
�����a-1=(2 3 5)(4 6)���

��������%���� a-1�a(1)=a-1�(1)=a-1(2)=3=�(1) 

a-1�a(2)=a-1�(5)=a-1(5)=2=�(2)��

a-1�a(3)=a-1�(2)=a-1(1)=1=�(3)��

a-1�a(4)=a-1�(6)=a-1(6)=4=�(4)��

a-1�a(5)=a-1�(3)=a-1(4)=6=�(5)��

a-1�a(6)=a-1�(4)=a-1(3)=5=�(6)��

*	
�����$ ������
�����������������������

��

�� �� ��� � %������� ������������������.��	�� �
 �������������������	������

�����
��#�%�
��.�����������&����������������
�����"���#����������������

�� �����������
��.����&��

����
�
����������
��%������������!���a����
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� ����������	�n������!�� ���� ����������
����� ������
�����������������

#������"�!�������� %��� ����
�����	
��!��� ����
�����
�� ���������� �����

�������
��������������������������	�����
�.�������
�����������������&% ���

�� ��"� ������ %��� ��
�� .���� �������� �� ���� ������ �!�
��� ������ ���

�� %�
�� .���� ��� ��	��� ���n��"� ����� �� ��
�� ������� �!��� ������ �����

��������������� ����!������������	����
��
 ���!��� ��!������	�����

� ������ �������
#�� �a� ���a-1� �!�� ���	�� ��"� ���!�� ���� ��	���a����� � �

$����%��� �����"�� ����

��� ��
��&������������
��!�������!��������	����

� ����������� �� ������� ������ ������	���� ��
����������!�� �����(� ��% ��

����	����������

��

/����

�� �
1 2345 12345 12 345
21345 32145 31 245

� �  � 
�� �� � � �

� �� � � �
� ���
�� ������ ������(1 3 2)�% ���

�������	�(��

���

1 1
1 2345 1 2345 1 2345 1 2345 1 2345 12345
41325 21345 41325 41325 4 2315 14325

� �
�  � �  �  �  � 

� �� � � �� � � � � � � �
� � � �� � � � � � � �

��

�������	�������%��� �����)������ ���
��
������!
�#��������
�(2 4)�&� 

�������
���������(1 2 3 4 5 6)����!����������������� ������������������ ��

�������	��% ��/���

��

��������
�������������

12 3 4 56789
31 2 7896a b
� 
� �
� �

� � ����
�� ����������
������ � �(1 3 2)(6 7 8 9)� �������

�� ������4,5����������
����������"�������������
���a=4, b=5������
���"��

���������������
����������������a=5, b=4������������
���"�����

(1 3 2)(6 7 8 9)(4 5)�������"��	���������'��

(1 3 2)(6 7 8 9) = (1 2)(1 3)(6 9)(6 8)(6 7) � ���"����

(1 3 2)(6 7 8 9)(4 5)=(1 2)(1 3)(6 9)(6 8)(6 7)(4 5) ����"�
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��!���% ��a=5, b=4���������"����������������
����������

��

�(��a=(1 2 3)��

Cs3(a)={a2,a,1}������"�����
����� ��%��� #��&���������
�������!�����������

��� a�������������
����
���������� ��a2=(1 3 2)#��� ����"�����
�����%���

������	�a�����(�&�� �������
���������(a*a)*a=a*(a*a)���

� �
��� %����� % � ����Cs3(a)=<a>� �����
�����
�� %���� ���� %��� � %����� $ �����

���	
(����"���a�� ����������!�
�% ������

��$��� �������
������ ���
����'����" ��������� ������!
��� ������!��a�

������
��a�
������'xa=ax���xax-1=a���� ������������
����� ������
��

xax-1=(x(a1), x(a2),…x(an))���� ��% ��a=(x(a1), x(a2),…x(an))���������
��S3��� 

a= (x(1),x(2),x(3))� �� ��� ��� �� ��a�� � � ��� ������ ��� ���
 �����	�� �����

#�"���"�� ��������&��(1 2 3), (2 3 1), (3 1 2)'��

a=(1 2 3): x(1)=1, x(2)=2, x(3)=3   �  x=1 

a=(2 3 1): x(1)=2, x(2)=3, x(3)=1   �  x=a 

a=(3 1 2): x(1)=3, x(2)=1, x(3)=2   �  x=(3 1 2)=(1 2 3)(1 2 3)=a2��

��

�����S4'��

�������
 �%���������S3��������
������
���� ���������
�������a�������%���

����������
����
#���	
����
�%������
�� (��&�����������������%��� 
4�����
��

� ��� " ��� �����
������
��a� ��� ���x(4)=4� ���������� �������
��� ����
� % ��

����" ��a���������������������#�% ���������Cs4(a)={1, a, a2}�&��

��

�����A4�'A4������
���� �������� ��S4�����"�%��������	��������$ ����!�


����!�� ����!� ����
�� ���� �� " ��� ��	����� ��� ��#���� �� ���� ������� %��� 

������� �&!�
� �����"� %�� ����� " ��� ������� �����!�� � �� ������"�� ���
��

�� � ����A4� �� % �(1 2 3)=(1 3)(1 2)� 6(1 3 2)=(1 2)(1 3)������ ��� ���� ����

" ��
�������������������% ��CA4(a)={1, a, a2}� 

�)�������� �������%��
�S6������	��'��
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#a,b,c,d,e,f����/�� �!�������������	
�����/& 

���	��'���"�����
������$����

���	��'
���� ��
������
���� �.�������������(�$������"���"����"������
����

���������!������������
�����(a,b) ;  (a b)(c d) ;  (a b)(c d)(e f)��

���	(�'
���� ��
������
���� �.������������$��������"�� ����
�(��

(a b c)  ;   (a b c)(d e f)���$����������

���� ��
������
����������
�����

� ��	
� ������ ������� ���"� �����(� �����	
� �!��� ������� ����� ���� $�

�������� ���������#���
�(1 2)(1 3)=(1 3 2)�&���

���	)�'��������
��������������
���� )����������������������
���� �% �

�$��������

)�$���������"����
�����'(a b c d)  ;   (a b c d)(e f)��

���	�'�����������

�������������
���� ����������(a b c d e)���

� ��	/� '�������� ���� � � ����� �����

� �������� ����
��� � � ����� 

� ��

����	
����"�����
�����(��'(a b c d e f)  ;   (a b)(c d e)���

��������.��	�� ������� �� � ���S6�	
����� ��	
�������/� ���S7�����
����
����

������
(a b c d e f g)� ��� �����
��Sn������������������ ���!�����
����

������
����
�(a1, a2,…an)��#���n���	������������
��%�����������������&��

���
1234567
345617 2
� 
� �
� �

�=���
����������'���(1 3 5)(2 4 6 7)��������
���"�������"

#���
��=(1 5)(1 3)(2 7)(2 6)(2 4)� �&����� �
�������"��	�������	
��!���

���������m�����"���������"��������������� �
�������"��	�������	
�4�����

4m� ����"�!� �������% ��� ����������
�� �4����"��������� ������������% ��

��������������������	
����
��������
������������������
������

�(��% ������
�����!�
��� ������!�����

������������������������
���� ��

��������������������	
���%����������������������!����!��������������� 

����� �����
��������
��!����� �����������=(8 9 10 11 12)� �����
�� ���"

���	
��$ ���
���������������#����4���
���&� ������������������

��!������ ���'
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 2 3 4 5 6 7 9 10 11 12 8
� 
� �
� �

 �=��
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(� �G�����������!������ ��������������
�� ��G=<g>� ���� � ������ %�����������

� ��� ��"! g� �� ������� ��� �������� � %������ '� ����a�� ���� � ������G#����


������!� ���g� �&�� ������������������(g)=a� �����!�
�G����n���������

������������n��"�����������������������#������g�������������������
���e��&

�� � �"����
�
���������� �������������� �� �����	�����(a)�(b)=�(ab)������

��������(g)*�(g)#����� �*���������
��������������%��������G�$��������%����

����� �� ��� �&������� ���� ������� �"����
�
��� ����� �������� �� 

�(g)*�(g)=�(g*g)�����
� %����������� ���!�
������g#��(g)=a&� ����� � ���

g*g=g2��� �����������!�� �G��������
����������� ���!������� ��������� ���

�����
�� �� ������� ������ ��� ��� $ �(g*g)=a*a=a2���� �!�
��a����� �
���

����"������!�a*a�����	�����������������

� ��� ����� %���� ������(g3)=�(g*g*g)=�(g*g)*�(g)=(a*a)*a=a3� ������ % ���

�������������������������� ��% �����������������������	
��"����
�
���

a�$��
���!����n�����������g� ��������(gi)=ai�� ��1�i�n��#����!�
�g�����

���������G���	
����������n���% ��gn=e������
���%�����$ ��i�� �!���0�i�n-1�

�� �!���n�� ��� ��� ��
����g�� �������� � � ��� ������ ���	���G� �&���� �
���

���� ������� ����
 �� ������������� ��
"����
�
���� ��� ��� ���!�� ���a=e�

#� ��� ���������� �����G� &� ������� ��� ����� �"��(gi)=e� �� ���a=g���� �����

���"����������

��

�(���%������������� 
��!� ���g���G�!���������������"!�������� ��g�����
���

�����
������� ��������"!m���� ����������� ���$ g��!������
�����������

�����	
#h�&���"!������
�������� ���������
�m�� 

�%���(n,m)=1���
�����
�����
�� �a,b��$ ��na+mb=1�� 

g=gna+mb=gnagmb=(gn)a(gm)b=e(gm)b=(gb)m��

������h=gb��-�
������ ���
�� g�� ����h�" ����

��
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�/������!� ������������
��!���Z4={0, 1, 2, 3}�����U8={1, 3, 5, 7}�������

����������
������
���:U8�Z4�������%����
���
� ���

�(3)+�(3)=�(3*3)=�(1) 

�(5)+�(5)=�(5*5)=�(1)��

�(7)+�(7)=�(7*7)=�(1)��

�����!�������������������"�������������Z4����������
��!��� ���	��%��� 

�� U8������#�����
e&�����������Z4����������	
�������

�� ����!� ��	
� ��#�������� ��	
� &� ����� ��! ���� �� � �������� %��#������� � 

������!�����!�������	��% �������!����������!�����&% �����������
���(��

���� ������� $ � ������� ��� �������� �����!�
� �!�� � � ��� ����� ��!��� � ��

� ���
������!� ��������#� �������g� &� ���������!� ��������#��� �����a� &��
�� 

�(g)=a� ��������������������������
��$ ������� �����"����
�
�������!��

�� %��� � � �������� �(g2)=�(g*g)=�(g)*�(g)=a*a=a2������ ��� �
����

������������������$ �(gi)=ai�� ��i�� �!���#������i=5������������������$ �

��� ���������� ������ ������ ���
�� ����!� ������� ����!�� �&������� �!�


���������������!�������%������"�$���������������� ������ ������� ��������

������������ ������������������
���������"����
����!�
��’(ai)=gi������

!!�������������"����
�"�������
�% �����

��

!�����������
���������!�������

��������%����N���H�%�����������!���G������ N���
��������!����������������

�������������������n1h1���n2h2���NH���������������"�������!�������	������

N� ���
���� ����!��� ��
� ����� � ��G#�
� ������H� &��� �� ��
�
���� �� �
�

�%�
���������
��������N�� �����������%��������������������������������N���

n1h1*n2h2=n1(h1n2)h2=n1(n3h1)h2=(n1n3)(h1h2) �  NH ��$����� �

(n1h1)
-1=h1

-1n1
-1= n2h1

-1
� NH ��$�����  

����
�����%��
��NH������������
�e�����$������N�������H������!��� �#�% ��

e*e=e������.��$�����NH�&��
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�������������� �NH����!�������������� �������������������g���G������
�

�������g-1NHg=NH���� ��
�� g������
��!��� ���
�
�NH���!���������NH���

�����n1,h1���N,H��� n1h1��NH����!��g�����!
���������G��!���'��

g-1(n1h1)g=(g-1n1)(h1g)=(n2g
-1)(gh2)=n2(g

-1g)h2=n2h1 �  NH ��$����� �

�����
������!�������������	��������!����
�
�������� 
����g-1�
��������

N#�� � ��
�� ������ ��!�� ������ �
� ���
� ��n1� �
� ����� ������� ����N&��

� ��� ����!�� %���� ������g
� ������ ����H� ���� %�����
��� ����� ��NH��������

���
��������!���

��

��������

N(H)��� � ������� � ������ ������
�G������� � � ����
�
���H���������"!�

������ �H�������a,b���N(H)���� �
���
��
�� a-1Ha=H� ����������b��������h���

H���������
��������!�������!��#aH=Ha&��

(ab)-1h(ab)=b-1a-1hab=b-1a-1(ha)b=b-1a-1(a�)b=b-1(a-1a)�b=b-1�b=b-1b�=� 

�������!��� �������
���h������ ���������
���H����� ������������
�� �H�

���������

��� ��� ��� ������� ���� ��������
���� !� '� ����n�� ������N(H)� ��!� ���� �����

����
���� ���������� $����n-1Hn�� $�����H#�
� ���!��� ����� � � �����H� �&�����

����������!���%������������!�
��n�����!��$����N(H)��������
�
���������

�����!����H��
����#� � ���
�� n���N(H)� � ����
�n-1Hn=H������
�$ � � �

�����!�N(H)�&�
�% �������

�����!��%��� ����!�����H�����
�����G��������� ����������
�
�g���G������
�

g-1Hg��$�����H����$������"�����
�������� ����������!������������������

N(H)� �� � � % ��g���G�� $�����N(H)� �� �
�� G�� �� �
��N(H)� ��� �!�
� ����

N(H)�����������!�����G#���.��	������&����� �
��������������������� ��
�

�����%����������

� ����� %��� ���� !�����N(H)=G� �� ����� � � �
�� g���G�� ��� $�����N(H)� ��% ��

�� ���
g-1Hg=H� �$ 
�����
���������!�����������������������H�����
�����

G���
�����
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��

��

0� �� ����a,b�� ��������G� ����� ��� �<a>#�� ������ ����!����a� &������ %����� ����

�����
����G� ��������������
� % �����b���G�
�����������
�
�� 'bAb-1=A�

#���� A=<a>&� �������bab-1��$�����<a>�������� ���"!�������% ���a#���!�


��<a>�����������&���� �����
�� j��$ ������bab-1=aj����� ������������� ��� ���

��%�
�
�b�����
��	���� ���j��$ ������'ba=ajb#�������$�����������"!��%�������a��

�� ��%� ��������
� ������ ��b�&��

��

��������H={h1,h2,…,hk}������� ������%����g���G������������H��
��������

������

�gh1g
-1=q1 ; gh2g

-1=q2  ; gh3g
-1=q3 … ghkg

-1=qk�

�������������
Q={q1,q2,…,qk}��������% ������������k�������������'��

q1=q2   �  gh2g
-1=gh1g

-1 �  h2=h1�

����!�������������'��

Q�����
��������������!�
�����������H#�����.��������������&����������%���

���!�
��e��$�����H��geg-1=e�����������������% ���#�������������G�����H�&

�����
�Q���

qiqj=�ghig
-1ghjg

-1=ghihjg
-1�

���!�
��hihj�����!������$����H�����	��
���
������ �����"�qiqj��$�����Q��

qi
-1=�(ghig

-1)-1=(g-1)-1(ghi)
-1=(g-1)-1(hi)

-1(g)-1=ghi
-1g-1�

���!�
��hi
-1�����!�������������$����H����"�qi

-1��$�����Q���

��$ �����������Q��������!��������G#����%�������g�� ��%� ���"�% ������!���

g���G&� ����	
��������! ���k� �����������" ���	
��!������!�������%������

��!� ���% ��Q=H���� ��% ����1�i�k�������
��� ghig
-1��$����H���
�� ��

�gHg-1=H�% ���H����������
����!���
�����
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(� �� ��
�� ����!�� ����� ��� ��	���o(aN)=m� ���m���
���
�� ��	
�� ����

�� ���
�(aN)m=eaN=eN���

��
������!����������������������' 

(aN)(bN)=abN �  (aN)(aN)=aaN=a2N �...  (aN)m =amN=eN�

���������
������
���������!���������������am=e�����!����!�
�G���"�

������� ��	���%�����#������������%��������"�G/N&��������am��$�����N���

��� ���������������ak=e�����������'(aN)k=akN=eN� �������	��% ��aN���!
�

���k���

��

�������!��g������ ������
��G������������ �P���

1

1

0 0 01
0 0

0 0 01 1
0

...

0
0

...

a e d
gPg eg f eg

c d f g c aad

ae d aed
ad

ce df dg c a dgaad ad

e
gPg eg

g

�

�

� � �  � 
� � � � � �� �� �� � � ��� �� � � �� �

� �  � 
� � �� �� � � �� �� �� � � �

� 
� � � �� �
� �

��!� 

��%�����!����#���������'&1 1 1 1gPg g P g g g P gg P P� � � �� � � ���

#�����������������

�����	
������
��%��� �� ���������	����.��!������
�&��

�����������
�� ���
�� |gPg-1|>0���% ��gPg-1��$�����P����
�� P��������!

���
������

�� �������	������������
� %���P����!
�����������	�
G� ���	 
������ %��� 

����������
�
���!������#�����!�������
������������� ��&% ����������	���

���������������
�����������������
��� �.	��������G������
����"��������

���!����!���	���
�%
�	�����������!��������
���� '��

� � � � � � � � � �1 1 1 1

1 0
1 0

0 1

0

q q P q q

g qP g g qP g g g qP gg qP qP� � � �

�� 
� � � �� � � � � � � � � �� �
� �

� � � � � �
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�% ��G/P={P,qP}����
�� 
1 0

,
0 1

G P PP
� ��� 

� � �� �
� ��  

���	
����������

3���� ����������!�
��M����!������"��������������
��������m|n���% ��n/m�

� � �� ����!�� ������ �������� ���� ��	
����g���G� �� ��� ����� ��� % � ��� ���M�

���	�� �G� ����"������ �� �������!������� %���	!��G
��!��� �����������	���

aM	������������'[G:M] = |G| / |M| = n/m ���������	������	
�����M���G�

� ��
�� ����!�� �������� ��	
� ��� % � ���G/M��� ��� ��	�� �
�� �G/M�

#o(G/M)=n/m��&��

%� 
� �� ��
�� ����!�� ������ ��� �!��� ���g(n/m)M� ���� �� ������ ���� �����

���
������!�#� ��������(������ &��(gM)(n/m)�����!�� ����� ��"�������� %����

���� ����!�� ��	� ��"!�� ����
�� �� % ��g(n/m)M=(gM)(n/m)=(gM)o(G/M)=eM��

�����!����
�������������%�
��.�����%��� 
�M�������
�.	����������
��.����

����% ������!���g(n/m)� ������!�������������	��$��
�����M�������� g(n/m)�

������.��$����M���

��

�(�������� �������� ��!� ����$����G���	
�����m��������!�������G'��

��e��$�����M#�M�����������&��

�����a��$�����M����"�e=e-1=(am)-1=(a-1)m�� ���
�� �a-1��$�����M���� ������ ��

����!��������

�� �����a,b���M� ��� ������G������� �� �����
(ab)m=ambm=e*e=e� ����� �
�� 

����	�������	
����M����!�����������

�������x��������G/M�������������
����������
������"�����x=aM������ a�

�����������G��� ��	����� ����!������'xm=(aM)m=(aM)(aM)…(aM)=amM��

� %����� ����������� �xm=e#�����
��������
������!���� ���������eM=M��&

��amM=eM�����	����%�������� ��������"����am���������$�������������!��

M����������������am��$����������M
�����(am)m=am*m=e#� ����������"�����

�� ����������G� �&� ������ ��� ��	�� �
�� a���G� ��� ��!
�m2� �% � �
 � ���!�


������	��G������
���nm����a��������G��������	�������a���������!
�nm���

���!�
�(n,m)=1�� �
����s,t��$ ��sn+tm=1���"�������
�������� ���m�������



���������  
������ 

snm+tm2=m� �� ��� ����� ���a� ����� �"� .��� � � ��"!��(as)mn(at)mm=am� �����

������	��������������a�% �����
��.������ ���
�����������!
�e*e=e=am��

���� ������������������"��M������	
��a$�������������!��
������M��������� �

����������% ���������������������#x=aM� &�����
x=M� ���
�� x�����������

���
������!���������G/M���
�����

� �

��������!�� ���#��������	�"�� ��� �

� �

����� ������z���N�������%������'z=Rcis #����� R>0���0< <2����z�$ �����
�

!!� %������� �&$ � ��� � 'N={z in C | R=1}�����
�� ���!��� ���
� ��"� �
�� �

� ��
�� �N� ����������������������� ������ %��� �����!���������+#�1+0i&��

�� �z���N� � ����������z-1=1/z#������N�� ��������&� ��� ����������� �a,b���N�

�� �
���
a*b=(1*cis a)*(1*cis b)=1*cis( a+ b)�������������
���� 
���
�� 

��N� ���!�
�������� ������������������
�%� ��������	�������������!��� �

#��� ��
��������

�&��������
���%��������������!����� �% ���C*���������N�

����
�������������
������!�C/N����������
���������

� ������� ��� ������� �������:C*
�R+� ���(Rcis )=R#�� ���"���� ��!��
�� ����

�(z)=(a2+b2)½� �&��� �� ����� ������
� �����!�� ���� ������
� 	������� �!�
�

����
�� ����!�������G�������� �������� �� �!��
�����!� %���� ���� ���������

�������#� ��
���	
�����	�������������� ����

���	
�� �&��

� ������ ���� ���
��� ���������� ������� �� % ��ker(�)=N� �����
� ����

���
�
����%�������"���'
*

Im( ) ( , )ker( )
G

N ��
�� ! � 
� ���

 

0�����������!��!� ���N�����������!G'��

��N� ������������eG#��� ����������G� &�� $����N�� %��� �� �(eG)=eG’������� ���

�"����
�
��� �� � � %����� %��� �N’� ��� ����!� ��� ����G’� �������� !� ��

�������������G’���eG’������$������



���������  
������ 

�� ����� ���� ���a�� $�����N� �"���(a)�� $�����N’���� "�� ����!� ����� �!�
��

��"�������� ������(�(a))-1��$�����N’������
�������
��"����
�
������������

��"���(�(a))-1=�(a-1)���� ���
�� �(a-1)��$�����N’���������������������% ����a-1�

��$����N#���
�
�������N��� ������ �����&��

��� ����a,b���� �����N��� ��(a), �(b)���� �����N’� ��� ����
�����!������ %��� �

�(a)�(b)������.��$�����N’����%��� ����"����
�
����������� ��(a)�(b)=�(ab)�

��$����N’���% ��ab��$�����N�����	��
����
�����

% �����N��������!��������G�������
��������������� ����a���G�����
����

aNa-1��$�����N����"����
�
��������������!��

�(aNa-1)=�(a)�(N)�(a-1)=�(a)N’"�(a)#-1 

������ ���(N)�������
���������
�������� ���N� ���
�� N’� ��������������

� ����!�� $���� ������G’� ��� %��� 
��N’�� ���
�����G’� �����!�
� ����� ���

#�������
���������G’�&�������� ����G’������������(a)-1'��

�(a)N’�(a)-1=(�(a)�(a)-1)N’=e’N’ 

������������������%� 
�aNa-1��������������N’����
�� aNa-1��$�����N���% ��

N�����
���������G���

��� ��� ��
�� ����!� ��� ����G’/N’� �� � ������� ��� ������$: G �G’/N’��6

$(a)=�(a)N’� �������
�� ����������
�����������
���� �"����
�
�� '�� �!��

����G��� �� ����������� ����
� %������"����
�
����� �� ������#%�
�� .��� &����

�� ����� ��� 
�G’� ����!�� ����N’� �� ��
�� ����!�� �	��� ��"� �
�� G’/N’��

�!����������%��� ��� ������� ���$ ��� ����!����a�����
��(a)������ ���
�� 

��a,b���������G�� ����
��a=b����"��(a)=�(b)�% �����

$(a)=�(a)N’=�(b)N’=$(b) 

����� �����
� ����� �������� �!�
� ����� ���� ��� ����� 'ker($)��� � ��� ��� 

�� ��������G�� ���������� ������ ������
���G’/N’� �� ����e’N’=N’� ��%� 


������������ �����$(a)=�(a)N’=e’N’�����	������� ������"��(a)*(e’)-1�= 

�(a)e’��$�����N’� ����!�
��e’��$�����N’#�����!��������� �&������ �(a)����!
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��$�����������������N’����������������������%� 
��a��$�����
����N��% ���'

ker($)=N��%� 
���%�������"����
�
�������
�������
��	�' 

'Im( )ker( ) '
G G G

N N"" � ! � �

������������$��%�&��' 
�(���

�����% �����������	��� U8�����)��������Z2���	
��������������������� ��$ 

���!����������!��������������!�Z2���!������
�������U8�������������% �

!!���������� ������

���������	�Z7�����4���������Z����	�����!�������� �������������
��%������

������&�Z��	
�%����%��� �����������������

����$��������!����������� ���������%��� 
��������������" �������������

Z10� ����	
�����!����.��% ������)#�������	���
 U8� &���!��������	��%��� 

������	����Z10��� ���
�����!������"������.��	����
������������������

�����" ��"����
�
���% ������ ������%���������!����������������������������

� ��	
)�$����Z64� ��� %�� ��4|64� ������!�� �����	�� ��� ��
������������� ���

������
�����U8���	
����������� ��#�����
�����������&������!��"����
�
����

�� ������%��� ��"�����������
��x�� ����
�x2=e��� ����
����
�������������'

eimage=�(esource)=�(x2)=�(x)�(x)=[�(x)]2���� ���� ���
��� ����� � � �
�� �

� ��	
�� ������ � ��#� ��	
� %��
 � ����� ���������� ������� �&��� �!�
�Z64�

#� � �� ���
��Zn� &� ��	
� ��!��� ������� ����n/2#�(��! ���� ���
��&� ���!�
�

!!���������������������������� �������� ����������������%��������U8�

����
e���

��% �����������������!���������%������ �
�U18={1,5,7,11,13,17}��������S3�

�� �
���3!=6������������ ��������!��%�������������	�	������ ���
 �������

�� ��"�U18� ������ ����!� �����#� �����
� �� �� ������ � �0����� ��� �����
��

�������
���&�������S3������������#��	�������!������ �����������&����% ��

�"����
�
������������ ��1,�2���S3��������

�(�1�2)=�(�1)�(�2)=�(�2)�(�1)=�(�2�1)�
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1

!

( !)i
n

a
i

i

n

i a
�

� � 
� �
� �

�!� ���"���1�2=�2�1�#�� �������������!���
� ��"��1,�2�&���� �
������	���

S3���" ��"����
�
���������% ������% ��#����������%� �����

��

������(� &		�(���� �

�����
�����
����������'��

�=(1 3 5)(2 4 6)(7 8 9)=�-1��=�-1((1 2 4)(3 5 9)(6 8 7))� 

=((�-1(1) �-1(2) �-1(4))  ((�-1(3) �-1(5) �-1(9))  ((�-1(6) �-1(8) �-1(7)) 

���������������� ����������������-1�:��

1 12 3456789 12 3456789

13 25 47986 13 25 49687
# #� �  � 

� $ �� � � �
� � � �

 = (2 3)(4 5)(6 9 7)�

��������� �������	��������������	
�n������������������n!�����!���$ �$��


����"!���
����� ��"�� ����
�������
 �������������������������������������

�" ��!����� ������������	����
��
�����!���#� ����
���������	�������
���
���

������n�&���������� ��� ���������	�������

����
�� �%�������	���������
�������	���
�������� �����
����"�������%����

��� %������ ���
�� ������ ���!�� �#�!�� �������� ���
�� ��� &����� ����	�

����
���������������	�������������#���
�(2,3)=(3,2)��&% ����� �i�%�������n�'

�����
�����%���������������!���i����i���������������ai��� ������
����% ��

� � � ����i�� ��� �� ������	�� ��	
� ��� ��!�� ������ �" ��iai�����	� ���������

���	
������
���� �����
���i�������%������

.	���� �� ������� ��	� ��� ����
� ��!���� �!�
� ����� � ����� � %����� ���� ����

� �����
� %��� � ������� � � ��� �!�� .��!�� ��	� ����
#� ��
�(2,3)(4,5)����

(4,5)(2,3)� �&� ����
����
��
� %������!���������"���!�
� ����
��� �� �� ���

�� ��������!����������������"!����i�����	���������������������	
�����ai�

�"���	
������
�����
�� (ai)! 

% ������������ ��������	����	
�����!����� �������n����������� ��i�%�������

n���������!���!ia
ii a
����

% �����������
������!
������������	
����������������

��
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��������������
��������=(1...r)(r+1...n)�������
�������������CSn(�)���
�� 

����������� �����Sn����� ���!�
������ ��#����
���������
�������� '&��

CSn(�)={ � in Sn | ��=�� } = { � in Sn | ���-1=� } 

�� ������������������������%������������
������!
�����������

������������������������
 ��������� ���
�����
����
�������

�((1...r)(r+1...n))�-1 ==> (�(1)... �(r))(�(r+1)... �(n)) = ���

� $����
� ����� %��!��� %�������
���� ������� ��� ��
���� ���
 � ����� �� 

� ��� �������� ������������������
���� ����
������� ���!� ���
� � �� ��������

����� �
�������	�������
������� ������������������	���������� ���� ������

% �� ��������%���������
��������������������.��	���
 r��
���!������������

�������� ���
�� ������� %������ ���#� ��
� �
�� �(1)"� �������!� ����� % 
� �!���

����
�� ���
�� ��	�� ������ �������� ���� ����� ������� ��� ������ �������

� ���� ��� ����� ���
�� ����� %���n-r� % ��� �������n-r������� ������� ���������

��������(r+1)������ ����
������� ��$	��% �#r�n/2�&�������r(n-r)������������

��
�� r(n-r)���������������������" ����������"�% ���!��

�|CSn(�)|r�½n=r(n-r)���

�������������
������r=n/2� ���������%����r=n-r� �����������������	
�% ��

����� �r2������������ ���"���
����� "����������������	�����!������������

�� ����
�#���� ���
�� �����������
 ������������	���’��������������������

�� ����
#�
������	��������� &���������	���������!
������ �&��" ����
��% �

���������$	������" ����� ������|CSn(�)| r=½n =2r2��

��

�������a��$�����G������" �������a'������!��������
����������#��� ����! ��&��

���
� ���CG(a)={ b in G | ba=ab } = { b in G | bab-1=a } 

�������������
�� CG(a)���
��������!�������
���������

$ ���� ����
������!��������G/CG(a)� �������� ��
�������#����	����
 ��
�� 

� ��� " ��� ��� �����a���G��� �����u,v�� ������ ������� �����G�������� 

uCG(a)�vCG(a)���������������������uv-1��$�������������CG(a)��% ���

uv-1a � auv-1����� ���������������� ������v���%�
�
�� u-1�������
�
���
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%
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� �

� � 
� �
� �

�v-1av � u-1au� ����������
�� ������
������!
���������������aG� ��������

������ ��������������"�����������
������!
�����������������"�� �������
�� 

a� ��� ��������" ���������������	���a���G� ����������
�������!�������
�� 

�������	������	
CG(a)������	����������'|aG|=[G : CG(a)] ������
�����% ��

"������������
��

�|G|=|CG(a)|*[ G : CG(a)]= |CG(a)|*|aG|�

��

�� �� � ������ .��	�� ���|G|=|CG(a)|*|aG|��� �|CSn(a)|= |Sn| / |aSn|� ��� ������|Sn|�

#� ��� ����
��� ��	
n����	
�� &� ���n!� ��� .��	
� ������� ��� ����� ��� % ����

����'��

��

��

��
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%���&'(�)��*(��+�)'��,�-)'�,�'.(�,�/'0���R��*/'1��C#�2��/')1-�"'�C�-3(�'0�-��-)'�,�24�&/*'

+�)'��,��(�,�/'-*�5�671�&/*�R��4',�++��'-��C��*6/*�24�+')�47�28�-)'�,�++�)1'*/���

e=0+0i=0*�9��(��R���R5�)�'0������

�*/*x,y���R��(x1+iy1)+(x2+iy2)=(x1+x2)+i(y1+y2)����-�-�:'+-'��R���2�1*(�)'��,(�&''�/

�2*(�)�(0'�+')�47�*8�)1'(#Z-)'�,�"��

�*/*x=a+bi���R����&1'7���)'��,-��/6'--�-x=-a-bi �-)'�,���'-�-.�)����#�2*(�)671�*/*(�&''�/
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f(0)=2,  f(1)=2,  f(2)=26=1,  f(3)=71=1,  f(4)=154=4    (mod 5)�
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