
���������	�
����
��������� 
����������� http://t2.technion.ac.il/~shirbi 

���������	�
��
�����������
�������
��
�������
��

���������������������������������������������
�����	��
�������������������������������������
���������������������
��
������
�����

������������������������
����������������
�

�������Lf����
�����������������	��������	������� �����������������������������
������hL f�

�������������������

�����������������!����
�����������
��������T hR Lf L f� ���

������������
�!���� ���
��
�

���������
������������h������������������������������������������

�����������
�������
��
��
 ����
�

� �0 1 1

1
'

2
f f f

h �� �������������������������������������
��������	��������������	����

���������������
�����������

�����
�������������"� �''' 2 4
0

1

6TR f h O h� ��

�
���������
�����#������

������"� � � � � �0 0

1

2
F h f x h f x h

h
� � � �� �	 
�

�����������������"� �''' 2 4
0

1

6TR f h O h� ��

�
�� ��������� �F h������2h�!����
���h����
���
�������$�
����������
0h �%�

�

�
�

���������
������������0h ������������!������������������������������������
�0h ��

�
2h 

� �F h 

2h 

� �F h 



���������	�
����
��������� 
����������� http://t2.technion.ac.il/~shirbi 

����� �F h�������� �F qh������1q ���

�����
�����������

������������
"�

� � � �2 4
0 1F h a a h O h� � ��

� � � �2 2 4
0 1F qh a a q h O h� � ��

�

�������
����������0a��������
������!����h����
� �������	��
���������

����������������������
����2q�������������������������	�����
���"�

� � � � � � � �2 2 4
0 1F qh q F h a q O h� � � ��

��&��"� � � � � �2 4
0 2

1

1
a F qh q F h O h

q
� �� � �	 
�

�

�
�

������������������������� �F h�������������������������"

� � 1 2
0 1 2 ... ...npp p

nF h a a h a h a h� � � � � ��

�����1 20 ...p p� � ������ip������������

��������0 1 2, , ,...a a a��������
����������
���
����!�h��

�
������������1q 
$��
����1q ��%�

��������"� � � �1F h F h��

� � � � � � � �
1 1k

k k
k k p

F h F qh
F h F h

q�

�
� �

�
������� �1,2,..., 1k n� ���

�
��	�� �nF h�����������������"� � � � � �0 0...n nn p p
n nF h a a h a O h� � � � ��

������ �n
na�����
����
�������h��

�
������"������������
�
�
�

��� �mF h�mh�m�

2

2,1 1,1
2,2 2,1 1p

A A
A A

q

�
� �

�
�

1

1,0 0,0
1,1 1,0 1p

A A
A A

q

�
� �

�
�0,0A�0h�'�

�

1

2,0 1,0
2,1 2,0 1p

A A
A A

q

�
� �

�
�1,0A�0

1

h
h

q
��

1�

��
2,0A�0

2 2

h
h

q
��

��

�����
3

3
p

TR a h��2
2

p
TR a h��1

1
p

TR a h����

,i jA���i��������������j������
��������������

�
�



���������	�
����
��������� 
����������� http://t2.technion.ac.il/~shirbi 

���
�"�

� � � �f x sin x��

���
�������"0'
4

f x
�� ��� �

� �
�
���������������������(�����
������������&���������������"

� � � � � � '
0 0 0

1

2 TF h f x h f x h f R
h

� � � � � �� �	 
���������0 0.2h �����2q ���

1 2p ���2 4p �$���������������������������"� �''' 2 4
0

1

6TR f h O h� �%�

���������
�����3 6p ���4 8p ���
��������2ip i���

�

� �,0

1

2 4 4m m m m
m

A F h sin h sin h
h

� �� �� � � �� � � � �� � � �� �� � � �	 

�

��� �mF h�mh�m
�

2

2,1 1,1
2,2 2,1 1

0.707106 0.000000

0.707106

p

A A
A A

q

�
� �

�

� �

�

�

1

1,0 0,0
1,1 1,0 1

0.705929 0.001176

0.707105

p

A A
A A

q

�
� �

�

� �

�
�

0,0 0.702402A �

�

0 0.2h ��'�

�

1

2,0 1,0
2,1 2,0 1

0.706812 0.000294

0.707106

p

A A
A A

q

�
� �

�

� �

�
�

1,0 0.705929A �

�

0
1 0.1

h
h

q
� ��

1�

��
2,0 0.706812A �

�

0
2 2

0.05
h

h
q

� �

�

��

�����

� �

6
3 2

60.05

TR a h

O

�

�
�

� �

4
2 2

40.05

TR a h

O

�

�
�

� �

2
1 2

20.05

TR a h

O

�

�
�

��

�



���������	�
����
��������� 
����������� http://t2.technion.ac.il/~shirbi 

���������
���������
��������"� � � �
b

a
I f x w x dx� �������,a b����
��������������������������

���
�����������
�
�� �w x�������a b���

�

��������1m ���������� �0 1, ,..., ,mx x x a b��������1m ���������iA��������
����
����� �f x��

� �
0

ˆ
n

i i
i

I A f x
�

���

������������ˆE I I� ��
�

������
����������������������
�

��������������������������� �0 1, ,..., ,mx x x a b���

� � � � � �mf x p x r x� �������� �mp x�����
�������������
�������&��������������������� �r x�

��������������������
�

����"� � � � � � � � � � � �
ˆ

b b b

ma a a

EI

f x w x dx p x w x dx r x w x dx� �� � �
��������� �������

�

	����
������
���������#"�

� � � �
0

m

m i i
i

p x f x�
�

� ���

�
��
���������������� � � �mp x w x"�

� � � � � � � �
0

mb b

m i ia a
i

w x p x f x w x dx�
�

� ��� ��


������������
�����������
��
��������"�

� � � � � � � � � � � �� �
0 0

i

m mb b b

m i i i ia a a
i i

A

w x p x f x w x dx x w x dx f� �
� �

� �
� �

� � � �� �
� �
� �

� �� � �
���������

�

�

�������������	��������"
� � � �
� �

� �� � � � � �
1

0 1 ...
1 !

m
b

ma

f
E x x x x x x w x dx

m

 �

� � � � � �
���

�

������Î���&���
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