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 טורי לורן ונקודות סינגולריות
 

 :טור לורן

): טור מהצורה, כלומר.  טור חזקות שמופיעות בו גם חזקות שליליות–באופן כללי  )n
n

n
a z α

∞

=−∞

−∑. 

 
 :משפט
} אנליטית בטבעת f תהי }1 2|z R z Rα< − 1כאשר ( > 20 R R≤ < ≤ ∞(. 

) :נגדיר )
( ) 1

1
2n n

C

f z
a dz

i z aπ +=
1 הוא מעגל ברדיוס Cכאשר , ∫− 2R r R< z סביב > α=. 

) אז הטור )n
n

n
a z α

∞

=−∞

 .fוסכומו הוא הפונקציה ,  מתכנס בטבעת∑−

):  בטבעת מתקייםzכלומר לכל  ) ( )n
n

n
f z a z α

∞

=−∞

= −∑. 

1 בטבעת αהנקודה  סביב fטור לורן של : טור זה נקרא 2R z Rα< − <. 
1אם  0R  .α סביב הנקודה fטור לורן של :  אז הטור נקרא פשוט=

 
 :הגדרות

) -כלומר , α סביב החלק שמכיל את החזקות השליליות בטור לורן • )
1

n
n

n
a z α

−

=−∞

נקרא , ∑−

 . של הטור"החלק הסינגולרי"
)המקדם של • ) 1z α  בנקודה fהשארית של "נקרא ,αבפיתוח לטור לורן סביב  ,−1aכלומר  −−

α"  וסימונו- ( )Res ,f α . 

):  אז נקבל כי−1aאם נזכר איך מוגדר  ) ( )2 Res ,
C

f z dz i fπ α=∫. 

 
 

Pierre Alphonse Laurent  
(1813-1854) 

 
 ...) תשלחו ליתעשו טובהשלו  איזה תמונה אם אתם מוצאים. דווקא את לורן לא הצלחתי למצוא(
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 1' תרגיל מס

 

)ור לורן של הפונקציה מצא את ט ) ( ) 13 sin
2

f z z
z

= −
+

2z סביב הנקודה  = וחשב את השארית , −

- ( )Res , 2f −. 
 

 פתרון
 

sinלור של הפונקציה  בטור טייעזרנ z :( )
( )

2 1

0

1
sin

2 1 !

n
n

n
z z

n

∞
+

=

−
=

+∑. 

): ונקבל )
( )

( )
( ) ( )

2 1
2 1

0 0

1 11 1sin 2
2 2 1 ! 2 2 1 !

n nn
n

n n
z

z n z n

+∞ ∞
− −

= =

− − = = + + + + + 
∑ ∑. 

 : לכן נקבל

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 1

0

2 2 1

0 0

113 sin 2 5 2
2 2 1 !

1 1
2 5 2

2 1 ! 2 1 !

n
n

n

n n
n n

n n

f z z z z
z n

z z
n n

∞
− −

=

∞ ∞
− − −

= =

−
= − = + − + =

+ +

− −
= + − +

+ +

∑

∑ ∑
 

 
), כעת ) 1Res , 2f a−−  -נקבל ישר ש, ואם נסתכל על הפיתוח שקיבלנו, =

( ) ( )
( )

05 1
Res , 2 5

0 1 !
f

− ⋅ −
− = = −

+
 ).המקדם הראשון בטור הימני (

 
 

 2' תרגיל מס
  

)פתח את  ) ( )( )
1

1 2
f z

z z
=

− −
 : לטור לורן

}: בטבעת .א }1 | 0 1D z z= < < 

} :בטבעת .ב }2 |1 2D z z= < < 
 

 פתרון
 

): מפירוק לשברים פשוטים נקבל. א ) ( )( )
1 1 1

1 2 1 2
f z

z z z z
= = −

− − − −
. 

1z:  מתקיים1Dבטבעת , כעת  : ולכן>
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0

1
0 0

1
1

1 1 1 1
2 2 2 2 21

2

n

n
n n

n
n n

z
z

z z
zz

∞

=

∞ ∞

+
= =

=
−

 = ⋅ = = −  −

∑

∑ ∑
 

 -אומטרי מתכנס י שימוש בטור גי"פיתוח ע(
0

1
1

n

n
q

q

∞

=

=
1qכאשר , ∑− <.( 

): כלומר קיבלנו ) 1 1
0 0 0

11
2 2

n
n n

n n
n n n

zf z z z
∞ ∞ ∞

+ +
= = =

 = − = − 
 

∑ ∑ ∑. 

כי הפונקציה היא אנליטית בכל , וזה לא מפתיע) אין חזקות שליליות(שזה בעצם טור טיילור , נשים לב
 ...עיגול היחידה

 

2z:  מתקיים2Dבטבעת . ב 1 ולכן >
2
z
1:  ונקבל שוב כי>

0

1
2 2

n

n
n

z
z

∞

+
=

=
− ∑. 

1 -לעומת זאת  z<במקרה זה מה שנעשה זה נרשום .  ולכן לא ניתן להשתמש בפיתוח שעשינו בסעיף א

1את 
1 z−

 : בצורה קצת אחרת

1 1 1 1 1
1 11 1 1z z z
z z

= ⋅ = − ⋅
− − −

 

1, כעת 1
z
 : ולכן ניתן להשתמש בנוסחא של טור גאומטרי ונקבל2D בטבעת >

0 0

1 1
11

n
n

n n
z

z
z

∞ ∞
−

= =

 = = 
 −

∑ ∑ 

 :חבר הכל ביחד ונקבלנ

 

( ) 1
0 0

1
1

1 1
0 0 0

1 1 1 1
1 2 21

2 2

n
n

n
n n

n n
n n

n n
n n n n

zf z z
z z z

z
z zz z

∞ ∞
−

+
= =

∞ ∞ − ∞
− −

+ +
= = =−∞ =

= − − = − − =
−−

 
− − = − + 

 

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑
 

 
 

 3' תרגיל מס
 

: חשב את האינטגרל
( )2

1
sinC

dz
z∫ , כאשרC 0ברדיוס  הוא מעגל כלשהו r π< שמרכזו , >

 .בראשית
 
 

 פתרון
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) טור לורן של הפונקציה ננסה למצוא את ) ( )2

1
sin

f z
z

} -עיגול הנקוב  ב= }| 0z z π< < )f 

 .)אנליטית בטבעת זו

): כעת נזכר כי )
( )

2 1

0

1
sin

2 1 !

n
n

n
z z

n

∞
+

=

−
=

 : ולכן, ∑+

( ) ( )
( )

( )
( )

2 4 2 2 4

0 0

1 1
sin

2 1 ! 2 1 !

n n
n n

n n
z z z z

n n

∞ ∞
+

= =

− −
= =

+ +∑ ∑ 

): אם נסמן, לכן ) ( )
( )

4

0

1
2 1

n
n

n
g z z

n

∞

=

−
=

 נקוב-אנליטית בעיגול הלא היא פונקציה g-אז נקבל ש, ∑+

{ }|z z π<  )לכל ןוכ, )י טור חזקות מתכנס"כי היא מוגדרת ע zבעיגול זה מתקיים  :( ) 0g z ≠. 

: לכן הפונקציה
( )
1

g z
: כלומר, וניתן לפתחה לטור טיילור סביב הראשית,  גם היא אנליטית בעיגול

( ) 0

1 n
n

n
b z

g z

∞

=

=∑. 

): לכן נקבל כי בעיגול הנקוב מתקיים ) ( ) ( )
2

2 22
0 0

1 1 1
sin

n n
n n

n n
f z b z b z

z g z zz

∞ ∞
−

= =

= = = =∑ ∑. 

): נשים לב כי, כעת ) ( )2sin 1f z z⋅  : ולכן מתקיים=

( )
( )

2 4 2

0 0

1
1

2 1 !

n
n n

n
n n

b z z
n

∞ ∞
− +

= =

−
⋅ =

+∑ ∑ 

: כלומר
6 10

20 1
2 32 ... ... 1

3! 5!
b b z zb b z z
z z

  + + + + ⋅ − + + =  
   

. 

 :מהשוואת מקדמים נקבל
0

1

2

1
0
0

...

b
b
b

=
=
=

 

): נשים לב כי קבלנוכעת  ) 2

0

n
n

n
f z b z

∞
−

=

נסיק כי זהו הטור לורן של הפונקציה , ומיחידות טור לורן, ∑=

fבעיגול הנקוב . 
)לכן נסיק כי  ) 1Res ,0 0f b=  ).−1zהמקדם של  (=

): ולכן נקבל כי ) ( )2 Res ,0 0
C

f z dz i fπ= : כלומר, ∫=
( )2

1 0
sinC

dz
z

=∫. 
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 :נקודת סינגולריות

 
} - פונקציה אנליטית בעיגול נקוב fתהי  }| 0z z rα< − ) או אינה מוגדרת( אינה גזירה fאם , >

 .f נקראת נקודת סינגולריות של αאז , αבנקודה 
 

 :סוגי סינגולריות

) ניתן להגדיר פונקציה חדשה – סינגולריות סליקה. 1  ) ( )f z z
f z

a z
α
α

≠= 
=

 f- כך ש

}אנליטית בעיגול   }|z z rα− אפשר לתת ערך כלשהו בנקודת הסינגולריות , כלומר. (>
" רציפות סליקה-אי"דומה לנקודת , את הסינגולריות" לסלק" כלומר –ולקבל פונקציה אנליטית  
 ).א"מחדו 

):  בצורהfאם ניתן להציג את  –קוטב . 2  ) ( )
( )m

g z
f z

z α
=

−
),  אנליטיתg כאשר  ) 0g α ≠ ,

 ").קוטב פשוט" נקרא 1קוטב מסדר . (f של m נקראת קוטב מסדר αאז  
  
 . קוטבסינגולריות שאינה סליקה ואינה' נק - סינגולריות עיקרית. 3 

 
 :משפט

 

1g של הפונקציה m מסדר קוטב היא αאז , f  האנליטית  של הפונקציהm מסדר אפס αאם 
f

=. 

 
 

 :טבלה מסכמת
 

)αסביב  (טור לורן  αהתנהגות של הפונקציה סביב סוג הסינגולריות
)הגבול  .1 סליקה )limz f zα→קיים וסופי . 

 .αיה חסומה בסביבה של הפונקצ .2
): מתקיים .3 ) ( )lim 0z z f zα α→ − = 

( )
0

n
n

n
a z α

∞

=

−∑ - 
בעצם זהו טור 

 .טיילור
 mקוטב מסדר 

1. ( ) ( )
( )m

g z
f z

z α
=

−
ושונה  אנליטית gכאשר , 

 .α-מאפס ב
2. ( )limz f zα→ = ∞ 

)הגבול  .3 ) ( )lim m
z z f zα α→ סופי ,  קיים−

 .ושונה מאפס

( )n
n

n m
a z α

∞

=−

−∑ - 

 .חלק סינגולרי סופי

)לא קיים הגבול  .1 עיקרית )limz f zα→ = ∞ 

} קיימת סדרת נקודות ∋wלכל נקודה  .2 } 1n n
z ∞

=
 ,

nz -כך ש α→ומתקיים  :( )nf z w→ , בכל
כל ערך " כמעט" מקבלת f, כלומר. αסביבה של 

זהו משפט  (α' מרוכב אפשרי בכל סביבה של הנק
 .)קסוראטי ויירשטראס

( )n
n

n
a z α

∞

=−∞

−∑ - 

סינגולרי חלק 
 .אינסופי



 12' מס תרגול –מרוכבות  פונקציות – 104215

 - 6 -

 
 4' תרגיל מס

 
 :מצא וסווג נקודות סינגולריות עבור הפונקציות הבאות

 

). א ) 1
sin

f z
z z

= 

). ב ) 1
1sin

g z

z

= 

). ג ) ( ) 13 sin
2

h z z
z

= −
+

 

 
 

 פתרון
 
 .ודות בהן המכנה מתאפסהנק,  כלומר–של הפונקציה " הנקודות הבעייתיות"נקודות הסינגולריות הן . א

): לכן נקודות הסינגולריות הן )z k kπ= ∈. 

): נסמן ) sing z z z=. 

): אז ) sin cosg z z z z′ = +. 

0kעבור  ):  נקבל≠ ) ( )0 1 0kg k kπ π′ = + ⋅ − 0z כלומר הנקודות - ≠ kπ=  הן אפסים פשוטים ≠

)של  )g z ,י המשפט שהראנו בתזכורת נסיק כי נקודות אלו הן קטבים פשוטים של "לכן עפf. 

): כמו כן )0 0g′ =. 

( ) cos cos sin 2cos sing z z z z z z z z′′ = + − = ):  ולכן− )0 2 0g′′ =  היא אפס 0כלומר , ≠
 .fוטב מסדר שני של  ולכן קgמסדר שני של 

 
 

): הנקודות הבעייתיות של הפונקציה הן. ב )10, 0z z k
kπ

= = ≠ ∈. 

1zעבור הנקודות 
kπ

 : מתקיים, =

( ) ( )1 1 1

1
1 1lim lim lim 1 01 1 1sin cos

k

z z z
k k k

z
kz g z k

k
k k k

π π π

π π
π

π π π
→ → →

− − = = = ⋅ − ≠ 
 

 

 
 

 .gולכן נסיק כי נקודות אלו הן קטבים פשוטים של 
 

0zהנקודה  לכן ,  אנליטיתg שבה 0אין אף סביבה של  - ת הצטברות של נקודות סינגולריות היא נקוד=
 .קים בנקודות כאלהאנחנו לא מתעס. זו לא נקודת סינגולריות

 
2zבמקרה זה נקודת הסינגולריות היחידה היא. ג = −. 

2z סביב הנקודה hתחנו את טור לורן של י פ1' בשאלה מס, כעת =  וקבלנו טור שמכיל אינסוף חזקות −
 .לכן נסיק כי נקודה זו היא סינגולריות עיקרית של הפונקציה. שליליות

 לופיטל
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 5' תרגיל מס
 

z אנליטית בסביבת הנקודה הנקודה f,gיהיו  a= כך של-f יש אפס מסדר nול -g יש אפס מסדר m 
 .בנקודה זו
 :הוכיחו כי

nאם . א m≥ אז fh
g

n אנליטית ובעלת אפס מסדר = m− בנקודה z a=. 

nטם . ב m< ,אז ל-fh
g

m יש קוטב מסדר = n− בנקודה z a=. 

 
 פתרון

 
 :  כךf,gניתן לרשום את , י הנתון"עפ

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

n

m

f z z a f z

g z z a g z

= −

= −
 

)כאשר  ) ( ), 0f a g a  ).לפי הגדרת האפסים (≠

): ולכן ) ( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

n
n m

m

f z z a f z f z
h z z a

g z g z g zz a
−−

= = ⋅ = − ⋅
−

. 

), כאשר )
( )

f z
g z

z- אנליטית ב  a=) מנה של אנליטיות כאשר המכנה אינו מתאפס.( 

 
 :ולכן

 

nאם  .א m≥ ,אז נקבל :( ) ( ) ( )dh z z a h z= 0dכאשר , − n m= − ≥ ,( ) ( )
( )

f z
h z

g z
= - 

zאנליטית ולא מתאפסת בנקודה  a=לכן נסיק כי  וz a= היא אפס מסדר n m− של h. 

nאם  .ב m<נקבל  :( ) ( )
( )d

h z
h z

z a
=

−
0dכאשר ,  m n= − > ,( ) ( )

( )
f z

h z
g z

 אנליטית ולא =

zמתאפסת בנקודה  a= נסיק כי בלפי הגדרת הקוט ולכן z a= היא קוטב מסדר m n− של 
h. 

 
 

 6' תרגיל מס
 

}:  אנליטית  בעיגול המנוקבfתהי  }| 0z z a R< − )-כך ש, > ) 0f z  . בעיגול המנוקבz לכל ≠

)חשבו את השארית  )Res ,g aכאשר  :( ) ( )
( )

f z
g z

f z
′

=. 

 :במקרים הבאים
 .f של m הוא אפס מסדר a .א
 .f של m הוא קוטב מסדר a .ב
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 פתרון
 
):  ולכןf של m הוא אפס מסדר a. א ) ( ) ( )mf z z a f z= אפס בעיגול  אנליטית ושונה מfכאשר , −
 :לכן). נקוב-הלא(

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1m mf z m z a f z z a f z−′ ′= − + − 
 :ונקבל

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

1m mf z f z f z f zmg z m z a z a
f z f z f z z a f z

−′ ′ ′
= = − + − = +

−
 

fאבל 
f
′

 :כלומר נקבל, gולכן אינה תורמת לחלק הסינגולרי של ) נקוב-הלא( אנליטית בעיגול 

( )Res ,g a m= 
 

): ן ולכf של m הוא קוטב מסדר a. ב ) ( )
( )m

f z
f z

z a
=

−
 .a- אנליטית ושונה מאפס בgכאשר , 

): לכן ) ( )( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

1

2 1

m m

m m m

f z z a m z a f z f z mf z
f z

z a z a z a

−

+

′ ′− − −
′ = = −

− − −
. 

): ונקבל ) ( )
( )

( )
( )

f z f z mg z
f z z af z
′ ′

= = −
−

 

 
 
 
 
 
 
 

f: גם כאן, כאשר
f
′

 :ונסיק כי,  אנליטית ולכן לא תורמת לחלק הסינגולרי של הפונקציה

( )Res ,g a m= −. 
 

 7' מסתרגיל 
 

) -  שלמה ומקיימתf :נתון ) 1zf z e≤  .z לכל −

) :ל"צ ) ( )1zf z c e= − )c1:  המקיים קבועc ≤(. 
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2zסביבה של כל נקודה לב כי בנשים  ikπ=מתקיים : ( ) ( )
1

1z

f z
g z

e
= ≤

−
סומה  חgכלומר , 

 .בסביבת כל נקודת סינגולריות שלה
 .נסיק כי כל נקודות הסינגולריות הן סליקותולכן 
  : ניתן להגדיר,כלומר

( ) ( ) 2
2k

g z z ik
g z

w z ik
π
π

≠= 
=

 

2zוכיוון שהיא רציפה ובסביבה של כל ,  שלמהg-שכך  ikπ=אז גם מתקיים גם, 1י " היא חסומה ע: 
1kw ≤ . 

)( שלמה וחסומה g ,כלומר ) 1g z  . קבועהg יי משפט ליוביל נסיק כ" ולכן עפ)z לכל ≥

)כלומר  )g z c= , כאשר חייב להתקיים( ) 1g z c= ≤. 

2zעבור כל כעת  ikπ≠ קבל נ( ) ( ) ( ) , 1
1z

f z
c g z g z c

e
= = = ≤

−
) : כלומר ) ( )1zf z c e= −. 

2zעבור  ikπ= י הנתון"עפ נקבל: ( ) 22 1 0ikf i e ππ ≤ −  :כלומר, =

( ) ( )22 0 1ikf ik c e ππ = =  .ל"שמ – z השויון מתקיים לכל ולכן, −


